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1. 
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Von dem Herıe Dr. Stern, zu Göttingen, ) 


Erstes Kapitel. 
A. Allgemeine Eigenschaften der Kettenbrüche, 
1. 


Fin Kettenbruch (continuirlicher, zusammenhbängender, stetiger Bruch) 
ist ein Bruch, dessen Nenner aus zwei Theilen, die durch + oder — 
verbunden sind, besteht, von weichen wenigstens der eine wieder ein Bruch 
ist. Bezeichnen daher die Buchstaben «a, db, ce, d beliebige Ausdrücke, so ist 


das allgemeine Schema eines Kettenbruchs. Zuweilen ist der Keitenbruch 
noch mit einem Ausdrucke £ duwch + oder — verbunden. Man nennt 
alsdaun auch den Ausdruck 
2. 


einen *) Ketterbruch. In der Regel ist d wieder ein ähnliches Aggregat 
zweier Theile, von welchen wenigstens der eine ein Bruch ist, der Nenner 
des letztern wieder ein solches u. s. w., bis zu einer gewissen Grünze 
oder bis in das Unendliche. Im ersten Falle ist der Kettenbruch ein end- 
licher, im zweiten em unendlicher. Kettenbrüche sind keine, ihrer Natur 
nach abgesonderte Art von Grölsen; im Gegentheil kann ein Kettenbruch 
jede beliege Art von Grölsen ausdrücken; nur ihre Form ist es, die sie zu 
einem besondereu Gegenstande der Betrachtung macht. Die einzelnen 
Brüche, aus welchen ein Kettenbruch zusammengesetzt ist, wie z. B. in (1.) 


re nenne ich Theilbrüche, ihre Zähler, wie e, Theilzühler, ihre 


*”, Fast in allen Schriften ist die Definition der Rettenbrüche unbestimmt zege- 
ben. So z. B. sagt Eytelwein (Grundlehren der höheren Analysis Th. . |. 247.): 
ein Kettenbruch ist ein solcher, dessen Zähler aus einer ganzen Zahl, der Nenner 
aber aus einer ganzen Zahl und einem Bruche u. s. w. besteht, während dort z. B. 
Brüche vorkommen, deren Zähler Wurzelgrölsen sind, wie in $.320. Einen Ahnlichen 
Fehler findet man in Kausler’s „Lehre von den Kettenbrüchen.” 
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Nenner, wie db, Theilnenner. Ist der Kettenbruch von der Form (2.), 
so nenne ich auch 4 einen Theilnenner. 
2 

Man kann freilich bei Betrachtung der Kettenbrüche, diese als 
willkührlich gebildete Ausdrücke annehmen; aber wegen mancher fol- 
genden Betrachtung ist es gut, sich ihre Entstehung auf folgende Weise 
zu denken. Es seien 4, B, 6, D, E, ...., 05,0, 0”, 2... 
beliebige Ausdrücke, und « B +56, B=aC+V C=u"D-HV"E 
U. 5 We, 80 ist 


A b 
B / b' D b’ 
(0) 
C 
D D a +5 E’ 
A b 
folglich und man würde den Kettenbruch noch wei- 
a’. 


ter führen können, wenn man, auf ähnliche Weise wie im Vorhergehen- 
den, D aus E und Zu. s. w. ableitete. Da nun a, 5b, «’, u.s. w. jede 
Gröfse bezeichnen können, so darf man jeden Kettenbruch, als aus einer 
Reilre von Ausdrücken #4, 5, U u.s, w., die auf die bezeichnete Weise 
zusammenhängen, entstanden, betrachten. Es ist daher sehr leicht, einen 
gewöhnlichen Bruch in einen Kettenbruch zu verwandeln. Ist z.B. der 


Bruch #3 gegeben, so setze man 45 = 5.13 +1.6, 13 = 12.6 +11, 
6=6.1+0, also oder man setze 45=2.15+1.19, 


Auf ähnliche Weise könnte man noch andere Kettenbrüche erhalten, die 
dem Bruche #$ gleich wären. Man sieht hieraus zugleich, dafs mehrere 
Kettenbrüche dem Werthe nach gleich sein können, ohne identisch zu sein. 


3. 
Es soll nun zuerst die Theorie der endlichen Kettenbrüche ab- 
gehandelt werden. Kin solcher hat, als abgeschlossener arithmetischer 


Ausdruck, im Allgemeinen, immer einen bestimmt angebbaren Werth, 
wiewohl dieser in einzelnen Fällen imaginair oder unendlich klein werden 
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kann *). Dieser Werth kann durch ein recurrirendes Verfahren auf doppel- 
tem Wege gefunden werden. Es sei der **) Kettenbruch 


a b; 
a — 
ı 
r 
On 
Am—ı 


vegeben, und @, b,, Mm Allgemeinen unter sich verschiedene 


Gröfsen. Man verwandie zuerst den Theil « + er in einen gewöhnlichen 


I 
aa 
Bruch, und man erhält = 


.. . 
; für a, substituire man 


ala, +.2)+2, 
und man erhält a+— = ; letzteren Werth verwandie 
23 


man in einen gewöhnlichen Bruch und substituire in diesem für «, den 
Ausdruck 4, und verlahre mit dem Resultate wie früher. Setzt mau 
1 
diese Operation fort, so erhält man zuletzt den Werth des ganzen gese- 
benen Kettenbruchs. Denselben Werth kann man aber auch finden, wenn 
man den Kettenbruch von unten herauf in einen gewöhnlichen verwandelt. 


Man hat zuerst @„, 7. = = ; man substituire diesen Werth 


Din 
statt in dem Bruche und man erhält «,_.+- = 
Um-—ı 
Q m 


mi by 


Um 
sewöhnlichen Bruch, und substituire den erhaltenen Werth statt «@,_, in 


dem Bruche @„.,-+ und verwandle das Resuitat wieder in einen ge- 
Um--g 


; letzteren Ausdruck verwandle man wieder in einen 


wöhnlichen Bruch. Fährt man auf diese Weise fort, so muls man, wie 


**) Wiewohl früher gesagt wurde, dafs die einzelnen Theilbrüche durch 4- oder 
— verbunden sein können, so drückt doch der Keltenbruch (3.) jeden beliebigen Ket- 
—b, 
tenbruch aus, denn hätte man z. a— — so wäre dies 


a, etc. a, +etc., 
1* 


*) Wie z.B. in den Brüchen 


man muls daber immer nur die Ausdrück : 
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leicht einzusehen ist, den Werth des ganzen Kettenbruchs erhalten. Den 
Kettenbruch (3.) bezeichne ich durch 7'(a, a,„), und den ihm gleichen 
gewöhnlichen Bruch nenne ich den redueirten *) Kettenbruch F'(a, a,). 
Den Zähler dieses letzteren bezeichne ich durch a, «,. Überhaupt soll auf 
ähnliche Weise Fe), @,„) einen Kettenbruch bedeuten, dessen erster Theil- 
nenner ==@,, dessen ietzter = a,, ist, und **) «a,, «@,„ ist der Zühler des 
redueirten Kettenbruchs F(a,, @„). Der Nenner des reducirten Ketten- 


bruchs a„) ist alsdann =«@,,@,„. Denn es ist @,)=a-+ 
nun ist @,, @„ der Zühler des reducirten Kettenbruchs I (a,, @„); nennt 


b, An--b,.p 


man daher seinen Nenner p, so ist Z(a,0„)= 
Ur, 


-, Ganz auf dieselbe Weise köante man zeigen, dals 


also F(a, 0.) == 


überhaupt Z'(a,, @,„) = 
1, Um 


F (a, a„), F'(a,, @„) u. W. m gewöhnliche Brüche verwandelt, 
so wird in diesen, der Nenner eines in der Reihe vorhergehenden der 


ist, d. h., wenn man die Kettenbrüche 


.. . 7? a a 
Zähler des folgenden sein. Da nun F(z,e,„)= 2 ist, so wird 


An 
F(a,a,„)=a-+t 


b, An 


Ay, Am Am 
Qz; Am 
Eben so kann man zeigen, dafs überhaupt 


Hierdurch ist eine Recursionsformel gefunden, die der zweiten oben gege- 
benen rekurrirenden Reduetionsmethode entspricht. Kennt man nemlich 
den reducirten Bruch F(@4,, @„); also dessen Zähler «,,,, und Nenner 
so kennt man zugleich den Nenner des reducirten Bruchs 
und findet den Zähler durch die Formel (4.). 
4. 

Es ist wichtig, den Werth des Kettenbruchs 7(e, «,,) auch auf inde- 

pendentem Wege finden zu können, d.h. unmittelbar aus den Theilzählern 


*) Es wird hierbei immer vorausgesetzt, dals während und nach der Reduction 
keine etwa mögliche Zurückführung Brüche auf Kleinen Benennung vorgenom- 
men wird. Wäre z,B. F(a, so wäre a, am nicht = 25, 

7 
sondern = 

*#) lan bemerke, dafs an, an=a„ ist. Hat der Kettenbruch nur zwei Theil- 
nenner, @ und a, , ist , am = A5, m=a,. 
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und Theilnennern «des Kettenbruchs den Zähler und Nenner des ihm 
gleichen gewöhnlichen Bruches abzuleiten. Hierzu führen folgende Be- 
trachtungen. Man bilde zuerst die Zähler der Brüche 
diese sind bezüglich «@,, und @„_,, @„» Man setze jedem Gliede des Aus- 
drucks @,._,, den Theilnenner @„_,, und a, den Theilzähler d,,_, vor, 
und addire die Producte, so hat man @„_s, @m (mach Formel 4.). Setzt 
man jedem Gliede von @„_,, @„ den Theilnenner «,„_,, jedem Gliede von 
den Theilzähler vor, so erhält man und wenn 
man auf diese Weise fortfährt, erhält man den Zühler des Bruches 1a, a,, 

und zugleich den Nenner, da man zugleich den Zähler des Bruches / (a, , @,, 

bildet. Ist z.B. Zühler und Nenner des Kettenbruchs Fa, «,) zu finden, 
so hat man «,0, = 


ala,|e,la;|«, 
ela,|la,| 
a\a,|d;, 
aıb, 
alb, 
b; 
also — 
a,a,a,a, ta,aza, + bzaza, +b;b, 


Man kann den Werth a, @a„ auch auf eine andere Weise finden. 
Es ist = Hier erhält man das zweite Glied, indem 
man im ersten für 0„_,@„ den Werth 2, substituwirt und dieses Besultat 
zum ersten Gliede addirt. Eben so ist 

Man denke sich nun das Product @,.Cuzee.,Q@y, setze in demselben 
Amy = dm und addire das entstehende Product zu dem vorigen, man 
substituire 2,._, statt @,_.@,„_, und addire das entstehende Product zu den 
vorigen. Auf dieselbe Weise fahre man fort, indem man überhaupt, wo es 
angeht, in den schon vorhandenen Gliedern statt Setzt, 
und die erhaltenen Producte zu den früheren addirt, für » allmählig alle 
Werthe von 1 bis an setzend, Die Summe der enstehenden Producete, 


das erste mitgerechnet, sei Dieselben Substitutio- 


= 

3 

Pr 
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nen mache man in dem Producte @7)....@,, mit dem Unterschiede, dafs man 
noch in allen, auf diese Weise erhaltenen Producten, wo es angeht, den 
Werth b,;, statt @7, @4, Setzt, und die so entstehenden Producte zu den 
schon vorhandenen addirt. Die Summe aller dieser Produete bezeichne man 


Nun ist aber auch a,, == + und da 


sein. Um also z. B. den Werth von e, @, zu finden, schreibe man zuerst das 
Product man setze statt @,a,, so hat man aa, 0,0,0,+ ae, a,b;, 
dann setze man Ö, statt @,a,, und man bat aa,a,b, + aa, b,a,, 
dann Öb, statt a, a,; dies giebt aa, ba, el,a,a, 
b,&,, endlich 2, statt aa,, undman erhält ae, @,0,a,-aa, a,b, + aa, b,a, 
-H-ab,a,a, + ab,b, b,e,0,0,-+ b,a,b,b,ö,a, = a,a,. Diese Methode 
noch eine Abkürzung zu. Statt nemlich in den Gliedern, weiche z.B. aus 
den Werth zu 


der Substitution = @,. entstehen, für 
setzen, kann man unmittelbar in dem ersten Gliede «a,.... «„, statt 


den Werth substitwiren, und so in allen ähnlichen 


Fällen. Man kann also diese Methode auf folgende Weise bezeichnen. 
will man den Werth von «a, @„ finden, so wird sein erstes Glied «@.,..«, 
sein: man setze aa, =b,; 0,0, b, und substituire diese 
Werthe allmüähblig in @aa,....0,. Dadurch erhält man einen Theil des Re- 
sultats. Man mache aus den Elementen b,, b; ....d,, alle Combinationen 
der zweiten Classe ohne Wiederholung mit Weglassung aller Glieder, in 
welchen zwei auf einander folgende Elemente vorkommen, und unter 
derselben Einschränkung alle Combinationen ohne Wiederholung zur drit- 
ten, vierten u. 8. w. Ulasse, und substituire die erhaltenen Formen statt 
der gleichgeltenden Producte in @Q,.e..@y Ist rn eine ungrade Zahl, sc 


mufs man alle Combinationselassen his zur — 5 ‚ wenu 2 eine gerade 


Zahl ist, bis zur — bilden; im ersten Falle bat die ietzte Classe nur 


‘) 


ein Glied im zweiten zwei, Und 
Sucht man z.B. den Werth von a,a«,, ;o ist das erste Glied @«,a,o;,«,, 
und man erhält daraus die übrigen, indem man setzt, aa, =b,;. 0,04, =b,; 
0,04, = bi; b,b;; 00,434, — 0,404, = 


ınd diese Werthe allmählig in « «, @,a,«, substituirt. 
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Wollte man den Werth des Bruches d.h. des Bruches 


etc. 


Zähler @„, @ finden wird, indem man als erstes Glied a„.... a setzt, dann 
Am = = US. W. Setzt, und mit den Elementen ... 


linden, so ergiebt sich aus dem Obigen, dafs man den 


...d,, wie oben angegeben wurde, verfährt. Hieraus sieht man, dafs die so 
entstehenden Glieder völlig denen des Werthes a, «,, gleich sind, und nur 
in anderer Ordnung erscheinen; man hat daher *) (B.) &,a,„—=a,,0,.... 

Die Formel 4. zeigt, dafs die Anzahl der Glieder, die den Zähler 
2, @„ ausmachen, so grofs sein muls, als die Anzahl der Glieder, die «,, «, 
ausmachen, und der, die a,, @,„ ausmachen, zusammengenommen, Denkt 
man sich die Zahlen, welche die Anzahl der in 
....@,a„ enthaltenen Glieder angeben, in einer Reihe verbunden, so ist 
diese eine recurrirende, in der jedes Glied die Summe der zwei vorherge- 
henden ist; die Zahl der in Glieder ist bezüglich 


1 und 2, also die Reihe 1, ?2,1-+2,. 2, 5-4-3.... Diese Reihe ist 
als einzelner Fall ın der Reihe 
enthalten, wenn man in letzter «= r=1, b=2 setzt; und letztere ergiebt 


sich, wenn alle Giieder mit + ul sind, aus dem Quotienten 


- Will man also die Anzahl der in @, «, enthaltenen Glieder 


L— 
iinden, so braucht man nur das znte Glied der aus diesem Quotienten ent- 
springenden Reihe zu man das Anfangsslied nicht mit- 
zählt, und dann = zu setzen. Dieses Glied 
m, 
wenn man unter C,p Calle Combi- 
nationen aus den Kiementen 1, 2 zur Summe 772 mit vorgesetzter Permu- 
tetionszahl versteht, und also die Summe der Glieder von @, 


p €. Nun wird 


*) Es sei ein Rettenbruch a. gegeben; man soil einen anderen finden, in 
Am 
dem die Theilzähler und Theilnenner in umgekehrter Ordaung erscheinen; der zweite 


Kettenbruch ist also = 7 , IstzB — | 


9) 
so ist a, am = 235, a, = 29: und 


**) Man vergl. Thibaut’s Analysis 2te Ausg, $. 42, 


\ 
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14m—1 + m—5.m—4,m—3 + m—7.m—6b.m—5.m—4 


1.2.3.% 
__ 9 m—4. m— 3 m—6.m—5.m—4 


Addirt man die unter einander OEL Glieder, und bemerkt, dals 


m—n m—-n+1..m—n+r , m—-n+1...m—n-+r (m—n 


—- ist, so findet man die Summe der Glieder 


—2.,m—1, m—4.m —3.m —2 


Man kann diese Summe auch finden, ohne auf die Theorie der ro- 
currirenden Reihen einzugehen, und zwar unmittelbar aus dem independen- 
ten Verfahren, durch welches früher der Werth vor «, «„ gefunden wurde, 
Deu Ausdruck @.@,.... @, giebt ein Glied der Summe, dann hat man so 
viel Glieder als Theilzähler vorhanden sind, bier z Glieder, ferner so viel 
Glieder als aus 72 Elementen Gombinationen zur zweiten Classe ohne Wie- 
derholung gebildet werden können. Ohne Einschränkung wäre deren An- 


etc. 


zahl —— ; da aber in den Combinationen, die mit 2, anfangen, nicht Ö,, 


in denen, die mit 5, anlangen, nicht 5, u, s. w. vorkommen kann, so wird 
die Zahl der entstehenden Combinationen dieselbe sein, als wenn nur aus 
m-—-1 Elementen alle Combinationen zur zweiten Classe gebildet würden, 


also — Auf dieseibe Weise findet man, dafs, unter der erwähn- 


ten Einschränkung, die Anzahl der Combinationen zur dritten CGlasse aus 

Elementen, dieselben ist wie die Summe aller Combinationen zur drit- 
ten Olasse aus 72 — Elementen, da in den Gliedern, die mit 2, anfangen, 
nicht 2, und Ö,, Ö, und b, ete., in denen, die mit b, anfangen, nicht b, und 


m z.m . mM 
b;, und etc. zusammen vorkommen dürfen, also = 


Fihrt man auf diese Weise fort, so sieht man, dafs mit der erwähnten 
Einschränkung so viel Glieder in der rten Combinationsclasse aus 2 Ele- 
menten enthalten sind, als ohne dieseiben in derselben Classe aus m —r+1 
Elementen, und man findet dann die entstehende Summe mit der oben 
gegebenen übereinstimmend, sieht aber zugleich, wie die einzelnen Glieder 
derselben entstehen. Hieraus ergiebt sich zugleich eia Mittel, eine andere 
Aufgabe mit Leichtigkeit zu lösen, nämlich wenn der Kettenbruch Fa, a) 
vegeben ist, und alle Theilnenner identisch, also =« sind, eben so alle 
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Theilzühler = ,, den Werth des Bruches aus den drei Gröfsen a, b,, m 
= a”! etc. Man kann also alle Glieder, in welchen die Theilzühler zu 
Combinätionen derselben Glasse gehören, zusammenfassen und erhält 


eben so 
m—2.m 
= a" — 13 — .a””? etc. 


Da die Ausdrücke (4, Q, In diesem Falle eine recurri- 
rende Reihe bilden, indem man jedes Glied «,, x, aus den zwei vorherge- 


henden durch die Formel Amt findet, so 


könnte man auch den Werth von «, «, finden, wenn man das nte Glied 


nach dem Anfangszliede der aus dem Quotienten ur 


; entsprin- 
i 


genden Reihe entwickelte und x =1 setzte, was ich jedoch Ye nicht wei- 
ter ausführen will. Kinen anderen Ausdruck für z, x, findet man aber 
auf folgende Weise. Man bilde aus den Gliedern 1; @„5 «@ 
eine Reihe, deren erste Glieder im vorliegenden Falle !, a, @®+ 


sein 
werden, ımd vermöge des Gesetzes wie sich jedes Glied aus den zwei vor- 


hergehenden bildet, werden die Glieder dieser Reihe den successiven 


Gliedern der aus dem Quotienten entspriugenden gleich sein, 


wenn man =] setzt, und zwar wird das 2 -+ !te nach dem Anfanvus- 
gliede den Werth von «, «, Nun ist 


1 [a +Yla’ +4 b)]: + (a?+4b)]: 2V (a®+40) 

\ > 

.. . 

Da nun das te Giied der aus dem Quotienten entspringenden 

Reihe ZB” x” ist, so ist *) das te Glied der aus ng entsprin- 


genden Reihe, wenn man #=1 setzt: 
(a +4b) (a , V(a?+4b)—a a—Y 
4a? 2V(zZa?+b) ? 


*), Man vergl. Euler Introd. in anal. infinit, Cap. 13. 
Crelle's Journal d.M. Bd.X. Hit. 4. 


“ 
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und das 2 + Ite Glied, d.h. 
+V(!a® [1a—YV (2a? 


d, = 
m 2V (da*-+b) 
und 
4, Am a, Am [za +V (za (ta 
m—?2.m—1 
Setzt man e=b=1, so wird e, etc, Diese 


Summe drückt aber auch die Zahl der in a, «,, enthaltenen Glieder aus. 


3 
» 
rw 


folelich ist diese = —_— #8) 
» v5 ) 

*, Fir den Fall, wenn 5b, =1 ist, hat schon Herr Clausen die entsprechende 
Formel gegeben, Journ. für die reine und angew. Math. Bd.3. S. 88, und früher Dan. 


Bernoulli in den Nov. com. ac. petr. T. 20. in einer Abhandlung de fract. cont. pag. 10. 


**) Die Vergleichung der zwei gleichen Ausdrücke 


lührt zu mehreren merkwürdigen, auch sonst bekannten, und auf andere Weise bewie- 


senen Summationen von Reihen, die aus Binomialcoefficienten bestehen. Man setze 
m-+2 
V(Za®+b)=x, und nenne den rten Binomialcoefficienten der m--2ten lolenz, ’8, 


so findet ıman Au die gewöhnlichen Regeln des Potenziirens 


m+2 a m+2/g m—ı a\r- 
= +58 (5 (a). 


Nun it @=4a’ ;:b-+b* etc. Substituirt man diese Werthe 


statt ?, x* etc. in die Reihe (a), so ist 


15} -r- b. + und (a)= (a). 


m-2 
+8 +2°B 
+8 + 


Man Bo leicht bei rg Aufmerksamkeit, dafs das rte Glied der Reihe («‘), 
+ı m-+2 
= = +. B+:B. +++.) Das rte Glied der 
m-r+2 m-+3-77 

Reihe m.b.a”t.... ist .a hieraus folgt 

r+ı m+2 m-r+2 

Durch ähnliche Betrachtungen findet man andere ähnliche Reihen, die ich jedoch an 
dieser Stelle nicht weiter verfolgen will. 
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6. 
Setzt man nach der früher angenommenen Bezeichnung, den Bruch 


e), den Zühler des reducirten Bruches /'/«,,, a) — 


Q, den Nenner = @, und allgemein den Bruch 


"(@„,@_,), dessen Zähler @_, und Nenner so iindet man 
(nach Form. A.), = @4 Nun ist 
und auf dieselbe Weise kann man zeigen, dals überhaupt 

Hierdurch ist eine Recursionsformel gegeben, die dem ersten in (1.) geye- 
benen recurrirenden Verfahren entspricht. Kennt man nemlich den ve- 
dueirten Bruch @„_,) und Z'(a,, a„_,), also deren Zühler ; 


1, Am, 8o zeigt die Formel (Ü.), wie man aus diesen den Zähler des Bru- 
ches «7, @,, ableitet, 


de. 
Es ist 0,4.) = folstich (nach Form. €.) 
F(an, 


nun ist substituirt man diesen Werth, so findet 
Amtıy, Im+n 
man nach gehöriger Reduction: 
und überhaupt, wenn /<Im—1 ist: 


Diese Formeln zeigen, wie man den reducirten Kettenbruch Za, a, 


Inden kann, wenn die redueirten Kettenbrüche = 
Am=ı Ayy Ama 


| 

| 
| a]. 
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8 

Aus a, Ant und a, , An-ı 
folgt a, — Amel, ——b,(Q, Ay — Ay Ami); 
auf dieselbe Weise findet man 
führt man so fort, so findet man, dafs überhaupt 

ist, wo das obere oder untere Zeichen genommen werden muß, je nach- 
dem die Anzahl der Theilzähler ungrade oder gerade ist, weil 
ist, dieses aber der letzte in den Klammern enthaltene Ausdruck sein 
wird, da dieser im Allgemeinen der Zähler des Ausdrucks 

ist, der letzte also a,„_,, Q„—4,„_,.A, sein wird. 

Auf dieselbe Weise kann man zeigen, dals überhaupt 


—F(a;, a„_.)| 


ın 


Hat man also zwei Brüche F(a,, a„), Fa}, a„_,), und zieht diese von ein- 
ander ab, so ist der Zähler des Resultats dem Produete aller im Bruche 
F (a, @„) enthaltenen Theilzähler, ohne Rücksicht auf das Zeichen, gleich. 
Hieraus folgt zugleich, dafs Zähler und Nenner eines reducirten Ketten- 
bruchs keinen grölseren gemeinschaftlichen Factor haben können, als das 
Product der in dem Bruche enthaltenen Theilzähler, denn hätten z. B. 
a, a„ und a,, a, einen solchen, so wäre das erste Glied der Gleichung 
A, y — Amel, durch diesen theilbar und das 


m 
zweite nicht, was unmöglich ist ”). 
9. 
Aus der Formel (D.) folgt auf dieselbe Weise: 

nun ist (nach Form. E.) 


folglich 


\ 


*) Sind die Theilzähler eines Bruches alle = +1, so hat also Zähler und Nen- 
ner des reducirten Bruches gar keinen gemeinschaftlichen Factor, oder Zähler und 


Nenner sind alsdann Primzahlen zu einander. 
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und allgemein, wenn /<Im—1 ist, 
Es sei p<m+ nr und >, so giebt die Formel (D.) 
verbindet man diese Formel mit der Formel (D.), so findet man 


oder (nach Form. 
10. 

Es wurde im Vorlergehenden immer vorausgesetzt, dals während 
und nach der Verwandlung des Kettenbruchs in einen gewöhnlichen Bruch, 
kein gemeinschaftlicher Factor des Zühlers und Nenners der erhaltenen 
Brüche ausgelassen worden sei ($.3.); es frägt sich nun, unter welchen 


Umständen ein solcher Faetor möglich ist. 


Die Formel (4.) giebt: — a, paben also Züh- 
ler und Nenner des reducirten Bruches F(a,;,,4„), und d,,, und der 


Zähler dieses Bruches keinen gemeinschaftlichen Factor, so haben auch 


Zähler und Nenner des redueirten Bruches #«;, «,„) keinen solchen. Der 
reducirte Kettenbruch /"{a, a„) wird also immer auf seine kleinste Benen- 
nung gebracht sein, wenn alle Theilzähler = +1 sind, da Zähler und 
Nenner des Bruches die bezüglich und sind, 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben (vergl. $. 8. Anmerk.). Haben 
Zähler und Nenner des Bruches #(a;, a,) d.h. ar. a, , + » 
und a;,,, @, keinen gemeinschaftlichen Factor, so haben auch «,,, «,„ und 
Am Zähler und Nenner des Kettenbruchs keinen 
solchen, also überhaupt auch nicht Zähler und Nenner des Bruches 
F Ist dagegen der reducirte Kettenbruch , @„) nicht auf 
seine kleinste Benennung gebracht, so wird dies auch bei dem Ketten- 
bruche /'{a,, a,„) der Fall sein, und überhaupt werden alsdann Zähler und 
Nenner des Kettenbruchs Z(a, a„) denselben gemeinschaftlichen Factor 


*) Die Formeln (F.) und (G.) enthalten als einzelne Fälle alle Formeln, die 
Euler (Nov. comm. petr. 7. IX. pag. 53. seg.) und Kramp (Elem. d’Arithm. uni. 
1.8.) gegeben haben. Aus (B.) und (E.) folgen auch die Formeln, die Gauls (Disy. 
arithm, pag. 17. not.) gegeben hat. 


’ 
| 
PR 
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enthalten, wie Haben die Grölsen einen ge- 
meinschaftlichen Factor, so werden auch Zähler und Nenner des Bruches 
la, c,;.) einen solchen und zwar denselben haben, denn es sei nm Ap, 
—= 49, Amp mt, 80 ist 

Ap am Algstrt) + Aps 
A(gs+rt) 


nf N 


da also Zähler und Nenner des Bruches #'(a,,, @,„,,) den gemeinschaftlichen 
Factor 4 haben, so müssen auch, wie eben gezeist wurde, Zähler und Nen- 
ner des redueirten Kettenbruches a„,.) denselben gemeinschaftlichen 
Factor haben. Hieraus folgt, dafs man in jedem Kettenbruche, seines Wer- 
thes unbeschadet, die drei auf einander folgenden Größen Ö,, 1, b,,, mit 
einer beliebigen Gröfse multiplieiren oder dividiren kann. 

Sind 0; ungrade Zahlen, eine gerade Zahl, so hat 
der redueirte Bruch (a, a,„) in Zähler und Nenner den Factor 2. Pens 
also haben Zähler und Nenner des Bruches /(@„_,, %„), folglich auch die 
des Bruches a, a, den gremeinschaitlichen Factor 

It ).= r.a,_,, a,„==b,„.,-—-r, so haben Zihler und Nenner des 
redueirten Bruches ,_e, A„) und daher auch Zähler und Nenner des 
reducirten Bruches /(a, den gemeinschaftlichen Factor Denn es ist 


Um-ı . . Am-ı . r) 
e 


Von den Kettenbrüchen, deren Theilzähler und Theilnenner alle ganze positive 
Zahlen sind. 


11. 

Unter den besonderen Fällen, welche die oben gegebene Theorie 
umfalst, ist besonders der wichtig, wenn alle Theilzähler und Theilnenner 
ganze positive Zahlen, und die einzelnen Theilbrüche mit dem + Zei- 
chen verbunden sind, da später gezeigt werden soll, dafs sich auf solche 
Brüche alle andern zurückführen lassen, deren Theilzähler oder Theilnen- 
ner alle oder theilweise gebrochene rationale Zahlen, und deren Theilbrüche 
alle oder theilweise mit dem — Zeichen verbunden sind. Die Formel (4, 
zeigt, dafs bei solchen Brüchen, Zähler und Nenner eines jedes folgenden 
reducirten Bruches in der Reihe Z(a, a„), F'(a,,a„), F(a,, an)». . klei- 
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ner werden, als die der vorhergehenden, dafs überhaupt a, a,„<u, « 
ist; eben so folgt aus Formel (P.), dals a, a„>a, a,._, ist. Hiernach Iin- 
det man durch Formel (/.), dals die Brüche 


a 
(a, a), Fa, a)... 


sich dem Werthe des Bruches 7a, a,4,) immer mehr nähern, und ab- 
wechselnd kleiner oder grölser als derselbe werden. Denn nimmt man 
zwei in der Reihe auf einander folgende Brüche 7a, a,), Fa, a,,,), 80 
hat man 


a Am „(8 ) 
1. (a, Amtn) F (a, a,) +2 + +1 
Ay, A] 


Ay; Am+neQ@r, 

Da nun A743, Ist, so ist ohne Rücksicht 
auf das Zeichen (2.) < (1.), also a,,,) dem Werthe von 7a, a4.) 
nüher als F(a,a,), und da (1.) und (2.) entgegengesetzte Zeichen haben, 


so ist (a, a4) (a, Ann); je nachden a)S Fa, Man 
nennt deswegen die Brüche Z(a,a), F(a,a,) ete. Näherungsbrüche 
von F(a@, Nennt man = a den ersten Khäherungsbruch, 
I’(a, a,) den zweiten, etc., so kann man sagen: alle Nüherungsbrüche, de- 
ren Stelle gerade ist, sind größser, alle, deren Stelle ungrade ist, kleiner 
als der ganze Kettenbruch. 


Es ist leicht, die Grenzen zu bestimmen, zwischen welchen 
Amtn«b, .... 


Q] 


oder der Fehler, den man begeht, wenn man F(«a, a,) statt F (a, rn...) 
nimmt, enthalten ist. Aus Formel (D.) folgt: 

da nun Ist, SO ist 


Ar, 
Qj+2, Am+n 


also 
al+27> .... bi4r “u... bi+: b, .... Dis: 
al Amtn a] Qı, a] (a;, 


Amtn 
und < —— 


Alp 
Eine andere Gränzenbestimmung giebt folgende Betrachtung. Man setze 


> 
> 
| 
“es, 
} 
J 
m 
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Ay, Q] 
(a, a) weniger von verschieden ist als Fa, a,_,), 
an )—F(a, ,)=F(g+t) 
sein, wo f eine positive Grölse bedeutet, also 
(a,a)—Fla,a_,) = 
Gilt das obere Zeichen, so ist daher 
a)—F(a, aı_,) 
oder 
silt dagegen das untere, so hat man +t= Fa, a,_,)—FXa, a,) oder 


— (nach Formel £.). Fa, nähert sich 


mehr als /'(a,a,) und Fa, a,_,), man kann also 

setzen, wo d positiv und >? sein muls, also ist 

(a, a)—Flaa) = d), 


also 
b, 
y2 
sei z. B. der Kettenbruch seben, Die 
+44 5 89 
Näherungsbrüche sind —, Es ist 
25 — 1,549413735344, 2° 1,551724137931 


also der Unterschied dieser beiden Brüche 0,00231040287. Man setze ihn 


= 9; hier ist a, =15; 4, a, also 


nach der ersten Grünzenbestimmung oder <0,0023104025876 
(also bis auf die zuletzt entwickelte Stelle dem wahren Werthe gleich), 
120 
d. h. > 0,0002... 
Nach der zweiten Gränzenbestimmung ist 


24 
15. d. h. und d. h. > 0,601, 


12, 


m 
Es kann keinen Bruch — „ geben, der näher oder eben so nahe zu 


(a,a,„) würe als irgend ein I (a,a)), wenn 2< 


| 
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ist. Ist F’(a, @,) gröfser oder kleiner wie so ist /‘(a, a,,,) kleiner 
oder gröfser als derselbe Bruch, und ihm zugleich näher, — mufs also 


entweder zwischen und «,,,) fallen, und, der Voraussetzung 

.. . m . 
yemäls, letzterem niüher als ersterem sein, oder — muls kleiner oder grö- 
[ser als Fa, a;,,) sein, je nachdem F(a,«a;) gröfser oder kleiner als 


I a, ist. In jedem Falle wird der Unterschied zwischen und 


n 
@;,,) weniger betragen müssen, als der Unterschied zwischen /'(a, «, 
und /(a, @,) (ohne Rücksicht auf das Vorzeichen). Dies ist aber unmög- 


lich. Denn es ist 


m 
— 


) _ (m.a,,ayı—n.a, alı,) 


Nun ist 2<C 


a a . 


Vorzeichen), also nothwendig 


Hieraus folgt zugleich, dals zwischen zwei Nüherungsbrüche 7a, @,) und 


kein Bruch fallen kann, dessen Nenner 
a,aı.n —a,, am 1 
weil sonst - - 2 oder < sein 


mülste, was unmöglich ist. 
13. 


Es wurde früher gezeigt, — = 


+b,.b,....b, ist, Man darf aber nicht umgekehrt behaupten, dab, wenn 
ı, Am 
Denn man setze 
wo r eine beliebige Zahl bedeuten mag; zn und 7 sind also bezüglich 
nicht und a,, @,„; aber dennoch ist 


m Am-—r).A, An 

Der Bruch — = 
n (au —r).az bm-u;, 
Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hft.1. 3 


wird immer zwischen den 


>= 
| 
| 
= 
= 
- 


18 f. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


Brüchen 7a, @„) enthalten, und daher selbst ein Nüäherungs- 
bruch sein, wenn r eine positive Zahl und <a, ist. Es sei Fe, @„_.) 
grölser, also kleiner als a„), so ist 


n n Um—2 
Der Zühler dieses letzten Bruches ist eine negative Grölse, da a, a, ,) 


< ist, daher (4, Ferner ist (a, = 


(aAm—r) [a, am- 1.0, , Am — Au) du: A, U, Am) 


N.G,, Am Nn.Q;, Am 
Der Zähler dieses Bruches ist positiv, da a„)>F(a, ist, ımd 


daher (@,0„). Wäre F(a, a„_,) kleiner, also Fa, a, so würde 


man eben so beweisen, dafs (a, ,) und <F(a, a„)ist. Zwischen 


jede zwei Näherungsbrüche Fa, und @„_,), sind also @—1 Brüche 
enthalten, die sich gleichfalls dem wahren Bruche nähern, und man er- 


. - m . 
hält sie, indem in dem oben gegebenen Werthe von — für r allmälig 


alle Zahlen von 1 bis @«„—1 suhstituirt werden. Man nennt diese Brüche 
eingeschaltete. 


Zieht man zwei auf einander folgende eingeschaltete Brüche von 
einander ab, z.B. 


(am —r)a, Amt (am —r+t1)a, an, + 

(am—r)a, ,Am-ı (an—r—+1)a, am-ı-t+ dm: ; 
so ist der Zühler des Unterschieds, vorausgesetzt, dals man den kleineren 
vom größeren abzieht, b, (4, Am) Ist 
F (a, (a, So ist dieser Zähler = Jeder folgende 
eingeschaltete Bruch wird also dann kleiner als der vorhergehende, und 
nähert sich daher «,„) mehr; ist dagegen F(e, @„_,)>! (a, @„_,), 80 
ist der Zühler = b„....b,, also jeder folgende eingeschaltete Bruch grö- 
[ser als der vorhergehende, und daher Z'(«, a„) näher. Hieraus folgt, 
dafs zwischen zwei solchen auf einander folgenden eingesehalteten Brüchen 
kein Bruch, dessen Nenner gleich oder kleiner als 


(am 1) a, Am—3 


ist, liegen kann. Der Beweis ist wie in 12. 
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Eine andere Art von eingeschalteten Brüchen erhält man, wenn 
setzt, wo r eine positive Zahl < b,, bedeutet. Es seien wieder @„_.), 
a„_,) @„) drei Nüherungsbrüche, und //r,a,_,, a„) grö- 
[ser, a@,„_,) kleiner als der ganze Bruch, oder a„) demselben 
vleich, so ist 


f \ ! 


Nn.Q; , 
— r(a, Qm-2:Q,, Um— Az, An-2:Q, Am 


Nun ist a,„), also der Zühler des Bruches negativ, d.h. 


m . » . 
</(a, a„), ferner ist 


dr, Am—ı n.d,, Am—ı 


Der Zühler dieses Bruches ist positiv, weil (a, a,._,) erößer wie Fa. a__ 
> » \ i 


m m . 
ist, daher (@,@„_,). Dieser Bruch nähert sich dem wahren 


\Werthe immer mehr, als weil ee zwischen @._,. und 
/'(a, @„), (welches letztere dem wahren Werthe näher ist wie a, ,)), 
liegt, kann sich aber demselben bald mehr bald weniger wie e, @,, nähern. 
Wire @„) kleiner, a„_,) grölser als der wahre Werth des Bruches, 


so würde aus den eben bewiesenen Formeln folgen. das —- >! u 
n 

und < a„_,) Ist. 


14. 
Az —- 
etc, 


Kettenbrüche von der in 8. 11. beschriebenen Art, deren Theilzähler alle 
eleich, und deren Theilnenner den darüber stehenden Theilzählern ent- 
weder oleich, oder größer als dieselben sind, d.h. im Allgemeinen @,—b,, 


so können diese Brüche nieht gleich sein, wenn nicht 


.. b 
= und überhaupt = ist. Denn es sei —* 
Tele. 


also M und positive Grölsen, so sind die Brüche - - >77 beide 
kleiner wie 1; sollen also Fila, a,„,. sein, so muls auch 


ME 
4 
\ 
23 
m 
Am 
— 
n dr, 
> 
—— 
A 
2! 
AR 
| 
il 
| 
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sein, folglich «+ Nun sind M und N beide 
kleiner wie I, also a,=«, Fährt man auf diese Weise fort, so findet 
man, dals überhaupt a,= 2, sein muls. Man bemerke, dafs es bei die- 
sen Beweise nicht darauf ankommt, ob die Anzahl der Theilnenner be- 
grünzt ist; der Satz gilt also auch für unendliche Kettenbrüche, sofern 
alle Theilzühler und Theilnenner positive ganze Zahlen und die Theil- 
brüche mit dem + Zeichen verbunden sind, 


15. 


Besonders wichtig sind die in $. 11. bezeichneten Brüche, wenn 
alle Theilzähler =1 sind. Man nennt sie dann gewöhnliche oder ge- 
meine Kettenbrüche. Es sollen hier ihre besonderen Eigenschaften, so- 
lern sie aus dem Frühern folgen, zusammengestellt werden. 


a) Es ıst 


b) Die Brüche 7\a,«), F(a,a,) u. s. w. sind Näherungsbrüche 
des ganzen Kettenbruchs, und zwar ist ihm jeder in der Reihe folgende 
näher als ein vorhergender. Diese Näherungsbrüche sind abwechselnd 
gröfser oder kleiner wie der ganze Bruch. Die Gränzen, innerhalb welcher 
der Unterschied zwischen dem ganzen Bruche /'(«e, @„) und einem Nähe- 
rungsbruche £(«@, a;) eingeschlossen sind, werden hier 


2, Aldı ar, alt ar, 


1 1 
>; (mach $. 11.). 


al.-Q@y, @l--ı 


und 


ec) Jeder Näherungsbruch ist dem wahren Werthe nüher als jeder 
andere Bruch mit kleinerem Nenner, und zwischen zwei Küherungsbrüchen 
kann kein Bruch mit gleichem oder kleinerem Nenner, als der gröfsere 


Nenner der beiden Brüche ist, fallen (nach $. 12.). 


d) Zieht man den ersten von zwei auf einander folgenden Nühe- 
rungsbrüchen vom zweiten ab, so ist der Zähler des Bruches der ihren 
Unterschied angiebt, = +1, wo das obere oder untere Zeichen gilt, je 
nachdem die Anzahl der Theilzähler gerade oder ungerade ist. Jeder 
Nilherungsbruch, so wie der sanze reducirte Bruch, ist daher auf seine 
kleinste Benennung gebracht (nach $. &.). 
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e) Zwei gewöhnliche Kettenbrüche können nicht gleich sein, wenn 
sie nicht identisch sind (nach $. 14.). 


f) Wenn a„>1 ist, so lassen sich zwischen @„_,) und (a, a,), 
noch Brüche einschalten, die dem wahren \Werthe näher als a, @,_,) 
und weniger nahe als Fa, «,) sind. Der Unterschied zweier auf einander 
folgender eingeschalteter Brüche hat immer +1 zum Zähler, wo das obere 
oder untere Zeichen genommen werden mufs, je nachdem die beiden 
Niüherungsbrüche, zwischen welchen sie enthalten sind, beide weniger als 
der wahre Werth betragen, oder nicht, vorausgesetzt, dafs man den klei- 
neren Nüherungsbruch vom gröfseren abzieht *). Zwischen zwei einge- 
geschalteten Brüchen kann kein dritter liegen, dessen Nenner kleiner 


wäre als der des gröfsten, oder ihm gleich (nach $. 1).). 


Die zweite Art von eingeschalteten Brüchen füllt hier natürlich weg. 


. a Ar Q,, . . 
g) Es seien Di’ drei aufeinander folgende Näherungsbrüehe, 


so ist ab,—a,b,=Fl, also (a, 


Ar 


das heifst, wenn man drei auf einander folgende Niähe- 
I 


rungsbrüche hat, und den Zähler des ersten vom Zühler des dritten, eben 
so den Nenner des ersten vom Nenner des dritten abzieht, so wird die 
erste Differenz, durch die zweite dividirt, dem zweiten Näherungsbruche 
gleich sein; aber man wird dadurch nieht immer diesen Bruch in der 


kleinsten Benennung erhalten: denn ist @„ der letzte in «,, enthaltene 
Theilnenner, so ist 


oder 


= +a, .b, +;, 
also 


sind dagegen drei auf einander folgende eingeschaltete Brüche, 


soist eo, —,b=+l, ab, —e,b,= +1, also 
oder Zu =;, welches Resultat sich leicht in Worten ausdrücken lälst. 
z 


Auch hier erhält man nicht immer den Bruch in der kleinsten Benennung. 


Die einreschalteten Brüche sind also immer auf ihre Kkieinsie Benennung 
gebracht. 


ZEN 
— 
- 
> 
A 


Il, Stern, Theorie der Keltenbruche, 


16. 

Mehrere der früher erwähnten Sätze können “nverändert auch auf 
unendliche Kettenbrüche ausgedehnt werden. Denkt man sich nemlich 
einen solchen Kettenbruch in zwei Theile getheilt, wovon der erste die 
Glieder bis zu einem gewissen Theilnenner a,._,, der andere die Glieder 
von dem folgenden Theilnenner an und weiter enthält, so kann man den 
zweiten Theil als summirt betrachten, und diese Summe ==, setzen, 
Man hat alsdann auch in diesem Falle 

und wenn mau den summirten Theil @,,,. nennt: 


(Die Fortsetzuag folgt.) 
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Motus corporum coelestium in medıo resistente. 


(Auct. Dr. Sohncke, Negiom. 


pP erturbationes elementorum orbitae corporis coelestis determinare ad dil- 
cıllima astronomiae analyticae problemata adhue pertinet. Omnia eninı 
huc pertinentia aut parva excentricitate posita, ita ut ejus potestates pri- 
ınis majores negligendae sint, aut magna excentricitate quadraturis mecha- 
nicis, quae dieuntur, hucusque sunt soluta. Specialem quaestionem huius 
generis, in qua excentricitatis magnitudo finibus omnino non ceircumseribi- 
tur, quantum fieri potest, accuratius solvere nobis proposuimus, Hoc est 
problema: 

„ Determinare variationes elementorum orbitae corporis eoelestis iu 

„medio resistente moti.” 


Medium solem eircumdans, in quo nonnulli corpora coelestia mo- 
vers ponunf, pro Uuide est habendum, euius densitas in ratione inversa est 


cum quadrato distantiae a sole, igitur — 7, str radium vectorem signi- 


ficat et mn faetorem constantem. Cum vero medium resistens inchnationem 
plani orbitae ad fixum quoddam planum atque angulum inter lineam no- 
dorum et lineam absidarum comprehensum mutare non posse pateat, de 
plano tantum loqui iam sufficit, ita ut tertia linea coordinata prorsus omit- 
tatur. Sit igitur &s sive Y(dx°+2y°) elementum viae, quod a corpore 
in momento percurritur, resistentia, «qua directio viae mutatur, 


2 
= (5) erit aequalis, dummodo, ut plerumque, inter resistentiam et qua- 


dratum celeritatis corperis moti rationem directam esse statuamus. Haec 
resistentia seeundum direetiones linearum coordinatarum rectum angulum 
formantium x et y decomposita praebet: 
m m 0y.0s 
u. 
si resistentiam im directione axis x per A, et im directione axis y per B 
notamus, 


- 
| 
= 
| 
gan. 
> 
| 
| 
= 
>_ 


23 2. Sohncke, motus corporum codestium in medio resıstente. 


In sequentibus signihcabit: 
r: radium veetoren, 
2: semisxem majorem, 
e: rationem excentrieitatis ad semiaxem majorem, 
== p: semiparametrum, 
m: angulum inter axem majorem orbitae et axem coordinatarum r, 
v».: angulım inter axem coordinatarum x et radium veciorem, ita ut 
(v— m) veram anomaliam exprimat, 
7: tempus perihelii. 
Si corpus coeleste eircum solem movetur, nulla alıa vi sollicitatum 
nisı aftractiva solis, aequationes omnibus notae exstant hae: 


.n 


© 
ubi r et y eoordinatae sunt, quarum initium in sole. 
ix his constat deduci posse sequentes: 


2 1 
ol r a 
roy—yox 
Y 
atque si ponitur: 
ym=[rsmv: 
? all—ee p 
1+ecos(w—w) 1tecos(w— w)’ 
3 e+ cos we) 
\7 — ‚sin(v—w) 
dl 


Si vero alia vis praeter vim solis corpus sollieitat, in utraque aequa- 
tione CB.) est terminus addendus, qui ab illa secundum coordinatas de- 


composita vi pendet, ita ut habeamus: 


ot? r? 


ubi et 3 valores in memoratos habent. 


2 
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Ut hae integrentur, praeclara illa theoria variationis «quantitatum con- 
stantium adhibenda est, ex qua aeqationes integrales (C.) ita differentiari 


debent, ut constantes et 5, € 5, tanquam variabiles existimentur, x, y, 
2 3 


£ vero tanquam constantes, tum pro 7 et 7,3 illi modo termini ex ae- 


quationibus (D.) ponantur, qui a viribus perturbantibus pendent, ita ut fit: 


quo pacto eruunfur: 


4), 

hine prodeunt valores variationum € e et dw ope formularum: 

ce = + sinw cl(esinw), 


r 


— cosw.c — — sin w C(ecosw), 
e e 

Porro fit: 

a 1-F e cus(v— ww) 1 -+- ecos (v— ıw) 

(1—eeilw 2-+ e w)|sın(v —w) 


Ut hi valores formam ad computandum aptissimam induant et tempus £ et 
anomaliam veram (v”— w) anomalia excentrica u exprimi convenit, aquod 
ope formulae: 


tanz; v— w) = tang 


l—e 
fieri potest, unde oriuntur: 
sinz cose—u 
v—ıw) 1 — = ; 
r=un(l—ecosa); =a?[u—esinul; 

r=aesmu.du; 


x = a.[(e+ cosz).cosw— 
y== 
— (1 —ee).cosu.sinww sin u,cosw].du, 
sinu.sinw|.du, 


os = a.y(l—eecosu).öu, 
Journal d.e.M. Bd.X. Hi. 4 


SEN 
7 
; 
. 35 
4 
2 
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26 2, Sohncke, 
m [V (1— ee)cosu. 
a’ |l—ecosu]’ V(l— ee cos u? 
m [V (l—ee)cosu.cosw— sin u.sinw]. [rerosu] 
a’ [l—ecosu]’ 
Unde aequationes (E.) commutantur in has: 
Li—e cosul V(1-—eecosu?)? 
Vp ecos u Yıl —ee cosu?) 
pe |1— e cosu]” "vY(l—eecosu?)? 


ecosu|’V (L—eecos u?) 


[2 
x 
| 


ecosul 


Varıatio hie non est nominata, ex aequatione 
A 
statim seguitur: 
! . 
De a eV p 
2 


Tertia tantum aequatio integratione algebraica gaudet, Posito enim: 


e,cosu 


tormula: 


w = — 


3. en 
(L—ee)® ecosu].sın u ou 
re Jo ecosu] (l-——eecosu?) 


transıt in sequentem: 


hit: 
(1 —ee)? 
w 3m. —— ootangz 3m 
pee pee 
( / 
u == — eotang 
sive 
pee I+e l— ecosu 
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$. 5. 
Prioris ambae aequationes I. et HI. simili modo sunt tractandae, 
qua de causa hie non separatim de iis agamıs. Constituamus ®): 


#— A’o 


2(l—ecusu) 


unde aceipimus: 


= — ; 


eu 


Hı valores in prius eitatis et Il.) positi, eas com- 
ınulant in sequentes: 
1 32.m 4m 


Est vero: 


atque 


Itaque aequationibus I. et 1. integratis obtinemus: 


3m 
4, 


Ex aequationibus (.) in prima sectione accitis una tantum integrando 
restat et ea quidem, cuius integratione variationem temporis perihelii adi- 


piseimur. Hilice enim habuimus: 
ar "I—ecos u]? eecosw‘ | 


Mu 
V (l—eecosu*)? 


— 3m. 


quo Sequitur: 
mV p 


©. T= 


|P—30], 


Hic et in jis, quae sequuntur, significandi genere utar, quod Ul. Legendr» 


et Jacobi in scriptis de functionibus, quae dicuntur ellipticae transcendentes, in usum 
vocarunt. 


4* 


N 
- 
r 
—— 
| 
= UN 
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ubi valet: 
TA4-+ee) ecosu].sinu. du 
P idem ac: /, | e +e.cosu)] Il— ecosu]’V (l—eecos w*) 


uou 
() idem ac: / + n. 
Jo Ll—ecosul Y(l—eecosu*) 


Tantum ipsum P quantitatibus finitis determinari potest. Si enim 


eadem substitutione ac in sectione antecedente utimur, obtinemus : 


P= f!2}4 3— 214-322 1 
sin®.cos®.AP.09, 


Jo va 
sive: 
Quod ad alteram partem integralis quaesiti attinet, eadem integrandi 
facilitate non fruimur. Primum integratio per partes, quae dicitur, insti- 


tuatur, quo facto eruimus: 


Q=u.R— / Röu, 


eu 
o Ll—ecosul V (l—eecosu?) 
per reddimus. 


Ipsum /? jam determinatum est, cum variationem semiaxsis majo- 
ris evolvebamus ($. 3.), ubi prodiit: 


ut / R.öu facillime obtineamus, R in quatuor partes dividere libet, 


o 


quippe aequatis, 
[1 + eecosu’].cosu. Cu ou 


— (l—cosu”)? 1— eecos u)’ 


Si: 


A} primum terminum determinandum ponamus: 


— sind; v(l—eesnf) = AE, 


unde Aluant: 
sin 
sinu =y (1l— ee) 008U=T7 ; 
NG 


dt: _ 
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quo pacto fit: 
U= tee—zeesin 


atque: 
4 1-+3ee Jee'sin! 


5 


Hucusque omnia aut quantitatibus finitis aut funetionibus elliptieis 
primae et secundae speciei determinari potuerunt, ad reliqua vero integra- 
ha 7, definienda, illae praeclarae functionum ellipticarım ev olu- 
tiones, quas primus Cl. Jacobi dedit, advocentur necesse est. 


Hune in finem ponere convenit: 


atque 


= coam - (mod. e), 


ta ut fit: 
w 2Kx 
. 


V(l—eesinw?) sc 


2Kx. 
atque am“ — idem ac & in sectione antecedente. 
Si praeterea redditur: 


2K 2 Kx 
V(1—eesin’am per Aam-* et 


r 2 K: 
obtinemus: 
2Kx 


— sin E am 50° ” 


ipso 


2Kx 
ou = — 0,coam == e 


«) Vid. Crelle Journal für die reine und angew. Mathem. Tom. IV. pag. 375. 


r 
— 
— 
st 
u — zu 
2 
| 
| 
— 
4 
er 


30 <&. Sohncke, molus corporum woelestium in medio resistente. 


multiplicaudum et postea integrandum est, qua occasione duo integralia 
obviam liunt, quae tractentur Haec sunt: 


K 
6. 
In formula priori, integratione per partes MEER eruitur 
2Kr 2K Kx. 
.coam —— = —— ,coam —— — coam 
st 
in expressione vero pro amplitudine 
am — — = x oo... 
loco x unde accipiemus aequationem: 
2Kx 2 qsin? sinds 
coam — = — XL 


qua IPSO et postea integrata provenit: 


2K 2Kx- 
coam ——cr 
T 


| 
4 1-+ y* +5 
= 
st n. 
ubi numero 2 tribuantur valores: 1, 2, 


3, Haque: 

x Nr 4K sinn.” 

20.06.00 = — — = 


- 


%. 7 
Secundum integrale, quod nobis occurrit, est: 


Kam 


57 
Cum vero Sit: 


4 « o 


erit e notatione Cl. Jacobi: 


*) Vid. Jacobi Fundamenta nova theor, funct. ellipt. $. 39. Nro. 24. pog. 102. 


< 


‘ 
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ipitur: | 
| 
= am 2,0. coam 
st st 
Priorem partem hujus Kai: in seetione sexta illustravimus, qua re = 


tantum altera pars restat enucleando. Hune in finem seriem pro eoam- 
plitudine antea datam ratione x dillerentiemus, deinde in seriem pro 


2K 
— A = ) *) ducamus, denique infegremus. 
Formula vero coamplitudine: 
2Kx 2qsi sin 2q? sin4x 
„er 
haee est Jducenda in: 
g" sin 
— 4, 
„=1.33...- x 
qua si multiplicatione revera utimwur, aceita formula trigonometriea: 
2sinacosß = sin(@ + sin(»—ß), 
factorem ipsius (— 4 sin+ 2x) adipiseimur == 
+ 1 2 1 4 + 1 ad inlin, 
S/’_\m 2 2 gertep ET 


1 $.47. pag. 133. 


A 
| 
& 


Sohncke, motus corporum coelestium in medio resistente, 


Quia tamen omnes fractiones hie obviae in fractiones partiales discerpi 
possunt per formulas: 


obtinemus qui —Asindn x) eontinet: 


— 2m em 


siquidem in summis brevitatis causa sieno 3 he notatis, literae 2: 
omnes valores 0, 1, 2,3, ....(22—1), literae » vero omnes valores ab 
unitate ad infinitum usque £ribuintur. 


Cum vero sit: 


m 
m 1, p=1,2, 
nancıscimur: 
177 


uude terminus quaesitus fit: 
(1-+y' 


modo subsequens terminus eruitur: 


Tr, 


quare totum productum aequale fit: 


42 


sn&n.r. 


) 


a) 


"=1,2,9,. 


Hoc per ©.r multiplicatum atque limites O et x integratum 
abıt in: 


sin?r.r. 


er) 

— 
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—72 n(1-+ 2")? cosInx +22 — 
(— q)" 


n=1,2,3,..,.90 
His collectis habebimus: 
x 2Kx Ex (-- g)"sinna’ 
M, E am ——. ©. coam = — —.[u—2]+ 
ubi pro 2 omnes deinceps numeri integri ab unitate ad infinitum usque po- 
nendi sunt. 


sinnx?, 


8 
Idem integrale: 


elegantiori methodo assequi possumus. Est enim in $.5. positum: 


dam 
K 
\ ce sin’ am — 


e quibus ratione 7 dillerentiatis (ubi x tanquam constans, e, Ä et w vero 
tanquam variabiles considerari debent) profiuunt: 


eK | 


. . ge 
Ut valorem jpsius obtineamus, advocemus formulam 


;„K in.de 
KT 
Est vero **): g=e #* quod differentiatum exhibet 


"K 


His comparatis impetramus: 


*) c. $.32. pag 74. iu formula: 


rm a.b’—a.b 


d. .de, 
1— 
]. c. pag. 85. 


Crelle'’s Journal d. M. Bd. X. 1. 


_ 
je 
wi. 
7 
2 
\ 
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motus corporum coelestium in medio resistente. 


quo valore in formula (.) posito naneiseimur: 


© 


unde denique aequatio (@.) trausit in sequentem: 


. 2Kx 2Kx 
4 sin? coam —— .6.coam —— d.coam —— 
IKx A 2Kx 
A?’ coam coamı - 
= — E—(1l—ee)\K 
2q | ( / ’ 
SIVC, cum sit: 
x 2Kr .d.coan 2Kx 
ee(l—ee) = cos’ am —— —— 
MAX Jn 
>K st 
= (1-e — +E, 
hane: 
2Kx 
— ,Eam coam —— 
2 Kx 
d.coam 
2F am st 


auae ipso Or multiplicata, deinde inter limites O et x integrata, hanc for- 
mam Indut: 


.C,coam 


BEN 

2 

— 2.0. .coam ——- — 7 


quorum ch terminum in $. 6. computatione consecuti sumus: 


DE n 
oc N | —qg)"si sin’nxz 


alterum vero inveniemus, si expressionem pro coamplitudine propositam 


2 sin4x 2a’ sin6x 
coam = — 1 1 


1— 
2 
nm 
ratione 9 diflerentiaverimus, quo pacto fit: 
2Kx 
d.coam 


eg 


/ 
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quod ipso multiplieatum et inter limites O et x integratum, praebet | 
‘ 


2 
Hinc alla (e.) sic enucleata apparebit: 
2 n 2Kx 
F/’ — q)"sın? nx — 
quae eadem est atque aequatio (M.) in $. 7. ä 
9, 
In sectione quarta fuit: 
Sı valores pro U, F, F,, F,, ibidem et in sectionibus secmentibus accu- 
ratius constitutos hie substituimus, facillima reduetione adhibita sequitur: a 
Fi R.cu 3,5 1 sın „aA > eeiheecoss 
cum esset: 


(9.) | 


ın.h I+4') 13 
+ [2 HAN — 


4 


> 


«A, 
evadıtz 
rn 
| m 

N 
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u— + 4g.sin®.ac __ sin?.2x , 4g? sin? 3x | 


$. 10. 


Hie valor ipsius 7’ caleulando minus aptus est, quoties excentri- 


eitas e unifati proxime accedit, pro valore enim e=1 fit 7’= 7 verum- 
tamen huic casui transformatio serierum favet. 
Ponatur enim in formula nona 1. c. $. 39. pag. 99. 


/ 4- sin am 
\ 
x loco x, quo facto, adhibita aequatione nota: 


sinamiu itang am /u, k‘), 


+ sin am 
log 2Kx 


1 — sin am —— 
) 


eXpressio: 


eonvertitur in: 


Praeterea si facimus: sinix =itangy, quod idem valet ac 

+ 
ubi e basin logarithmorum naturalium significat, prodit: 

l-+sinx 
unde formula citata transformatur in: 

2gle*—e”*) 2g° ( e3*) er — 


Si vero k pro A‘ scribimus, quo 


2 .arc(tang = e‘)—;z 


KınK, 
"mine 


abeunt, eruimus: 


am (= ‚k) = 2are(tang= — 417 — 


2 (er — 3x) 
1—g' 


2. Sohncke, motus corporum coelestium in medio resistente. 3% 


Posito etiam Ir pro x, fit terminus generalis: 


"Rx 
| 
n 1 —g”) 


sive pro 9° valore eJjus=e seripto: 


2(—1jr.e# K_e 


zu 
n.|e® 
itaque: 
Rx 
am — = 2,arc tang=e" 7 — En 
3Kx 3Kx 


quam seriem vel maxime convergentem esse, si excenfricitas unitati appro-= 
pinquat, neminem fugit. 

Hujus formulae ope series illas in expressione ipsius Z’ exstantes, 
quae magna excentricitate posita non satis convergunt, calculando aptiores 
facere possumus; 


altera enim est: 
Kr 
o 


Si igitur aequationem (g.) per y multiplicamus atque deinde inter 


altera vero: 


Jimites 0 et x integramus, postquam 5 —x loco x positum est, nancis- 


cimur valorem seriei (2.) $. 6.; atque si eandem aequationem ratione 9 


differentiamus, postquam >! loco x positum est, deinde per ox mul- 


tiplicamus, denique inter limites O et x integramus, nanciscimur valorem 
seriei (f.) $. 8. 
1. 
Üt in universum valorem 7’ magna excentricitate posita in seriem 


secundum potestates ipsius (l—e) evolvamus, expressionem $. 1. 5. IV. 


= 
> 
w_; 
— 
K' = 
- nKx nKx 
N 
2 
EN 
FEN 
Fer 
En 
x 
=. 
Far 
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rursus aceipiamus: ibi fuit: 


mV 2(1--ee 1 
(1—ee) L e Il ee.cos’ u) 
u.Ou 
V(l—ee)L1-e.cosul 


Ponamus: 


e 
taugzu = Ve) -tang == V(,).r, 


sı tangz (v— zw) brevitatis causa signo redditur, 
His positis invenimus: 

1—tang’zu 

1+tang’zu 
2.74 —30) +4Öö°’rr] 

1—; 


)). V(il-+rr\i. -30)’+3 ö’rr 


== 


sin 


e,.cosu 


1— e.cosu = 


l—ee.cos’u) = 
) 1 -?7) 
n 
1— rr)? 


u = u[1 tang? u. 3 tang? 2 


lm 


taque habes: 


sive terminis et qui 0 omnino non continent et qui in primam potestatein 
ipsins 0 ducti sunt, ejectis, quia sese desiruunf, in parenthesi eXpressio 
restät, quae secunda potestate ipsius multiplicata est, unde 


- 


Ut ommia secundum potestates ipsius ordinemus, advocato notatio- 
nis more, e quo per covificientem binomialem evolutionis po- 
testatis SIgnamus, esse scimus: 


2. Sohncke, motus corporum coelestium in medio resisterte, 


— +5.Pm + Pr]. 


1—0 
3 


2 1 — \ 


)n—2 


deinde terminus ER: seriei in 3rr multiplicatae, hie est: 


verum ipsius (L—H 5)" terminus generalis hie: 


p' 


Hı 
— 


unde tota series it: 
= 2 —m + 2m-+5 TT 6) >) 
sive ipso 2 pro m + 1 seripto: 


n—m T \n 


Denique igitur habebimus: 


—- TT 


ubi Beh 2 summam omnium terminorum innuit, qui omnibus valori- 
bus 0,1,2,3....0 pro et omnibus valoribus 0, 1,2,....72 pro m 


positis parantur. 
Cum vero valoribus ipso 2 majoribus pro r positis expressio multo 


magis contrahi possit, quia tum nulla coefficiens binomialis evanescit atque 
omnes ad potestatem —1 pertinentess = +1 aut = — 1 fiunt, terminos 
non solum a d non dependentes, sed etiam qui prima et secunda potestate 
ipsius 0 sint multiplicati, a ceteris separabimus, quo facto impetratur: 


ubi da praelixum est, ipsi ommes valoves: 


7 fi . . 
Ipsl 723 valores: 1,2, 5,0... tribuen u sunt. 


2. Sohncke, motus corporum coelestium in medio resistente. 


Si illi tantum termini considerantur et qui a ö non pendent et qui 
prima et secunda potestate ipsius sunt multiplicati, habemus : 


4 6 \2 
igitur integratione inter limites O et 7 institufa: 


617 (2468 10237 7-+1382° + 197° — 427°) 

+35 1260 (1-Frr)V(l-+ re) 


Regiom. 1. Novbr. 1832, 


eT = m.h 


3. Clausen, „Auflösung der Aufgabe 1. Band 8. Heft 3. 5.320. 41 


3. 
Auflösung der Aufgabe 1. S. 320. im 3°" Ilefie des 
Bandes. 


(Von Hrn. Th. Clausen zu München.) 


FE; scien a, b, c, d die aufeinander folgenden Seiten eines Vierecks, und 
?, 9 die Diagonalen. Kann um dieses Viereck ein Kreis beschrieben wer- 
den, wenn die Bedingungsgleichung 


= + bd 
Statt findet?” 


Es sind hier sechs Gröfsen, wovon viere, im Allgemeinen genom- 
men, willkürlich sind; demnach können nur zwei verschiedene Gleichun- 
gen zur Bestimmung der zwei übrigen Gröfsen Statt finden. Nun giebt 
es aber eine Bedingungsgleichung zwischen obigen 6 Gröfsen, die in Jedem 
Vierecke Statt finden muls, da das Viereck durch die 5 Größsen völlig 
bestimmt ist. Es braucht also nur bewiesen zu werden, dafs die obige Be- 
dingungsgleichung von der eben erwähnten verschieden ist. Zu dem Ende 
nehme ich an, dais das Viereck unendlich wenig von einem Dreiecke 
verschieden, und dals die eine Diagonale eine auf die Grundlinie gefällte 
Senkrechte sei; dadurch füllt die andere Diagonale mit den zwei Seiten 
zusammen, und es ist daher 

g=b-+ec. 
Es ist aber 79, der doppelte Inhalt des ganzen Dreiecks, 
pr 
da nun p<d und Za, und das Gleichheitszeichen für beide Gröfsen 
nicht zu gleicher Zeit Statt findet, so ist die oben angegebene Gleichung, 
die jedesmal, wenn dem Vierecke ein Kreis umschrieben werden kann, 
Statt findet, von der bei jedem Vierecke Statt findenden Gleichung ver- 
schieden. Die beiden Gleichungen sind also zur Bestimmung der zwei 
nicht gegebenen Größsen völlig hinreichend, und es können also keine 
andere, worin diese nicht enthalten wären, Statt finden. 
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4 
Memoire sur Ja decomposition des fractions algebrienies 
rationneiles. 
(Suite du mömoive No. 18, tom. IX. cal. 3.) 


(Par Veditenr. ) 


$. V. Cinguieme methode. La seconde d’Euler. 

Lies seconde, troisicme et quatricme methodes de caleuler les nırmerateurs 
des fractions partielles auxquelles la fraction donnde peut ötre Özalee, 
exigent le caleul des racines de Fequation y=0. Cela ne rend pas seu- 
lement le caleul des numerateurs penible, mais c'est aussi une veritable 
imperfeetion. Car la possibilite du calcul des numerateurs semble 
par la dependante de celie de la resolution de l’equation y=(0. KCiest 
ce qwelle n'est pas; car, comme la prerniere methode des coefficiens inde- 
terminds le fait voir, le calenl des numerateurs des fractions partielles peut 
ötre foujours eflectue independamment de la resolution des dquations de 
desr‘s superieurs au premier, et la diifieulte du caleul naugmente pas 
dans /a meme proportion que celle de la resolution des &quations. Cela 
indique quen appelant au secours la resolution de l’@quation y=0, on 
fait quelgue chose qui est efranger a la question. 

Il y a done a desirer une autre methode plus expeditive que la 
premiere, mais, comme elle, independante de la resolution des equations 
superleures. 

Euler a donnd le premier une telle methode dans le m“moire 


te plus haut. Voici en quoi elle consiste, 


15. 
l. Suivant le ($. 6.) on peut supposer 
n 
122. 


ou bien aussi, si lon veut rcunie en un seul terme les g premiers termes 


\ 


droite dans (53.), 
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‘N 
Multipliant (122. et 123.) par ’"y?.’/V, elles donnent 
et de lü on tire 


\ 
17 
197 


I. Si dans ces expressions on fait 
128 
elles se r&duisent 


En donnant a a les r—1 valeurs difiörentes exprimdes par 
la premiere des equations (128.), on tombe dans le calcul des me£thodes 
pröeödentes et dans toutes leurs difieultes. Pour les &viter Euler se 


sert des &mations (128.), non pour chasser tous les x des quantitds U et 
/Y dans (129. et 130.) mais seulement pour en eliminer les puissances 
de superieures respechvement a la et ala re—i”“. 
IV. il fait cela en tirant des quations 
les plus hautes puissances de x. Ües donnent 
et lon voit aisement laide de ces formules, on peut exprimer foutes 
les puissances de x sup£rieures ala r—1"" et üla re—1"", par les puis- 
sunces inferieures de cette quantite. Par exemple l’equation (133.) donne 
re, 
ou bien 


3 


et ainsi de suite. 
Y. On peut done reduire les expressions (129, et 130.) a d’aufres 
de la forme 


6* 
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> 

137. = 


qui ne contiennent plus des puissances de x superieures a la r— 1” ou 
ala re—1"", ni dans le numerateur ni dans le d@nominateur. 

VI. Mais les expressions (136. et 137.) de w et J/ sont fraction- 
naires; cependant elles doivent n@eessairement entieres (122. et 123.). 
Donc il s’agit encore de les translormer en d’autres qui, dans leurs deno- 

minateurs, ne presentent que des quantitcs ind@ependentes de x. Euler 
donne deux methodes differentes pour effectuer cette transformation. 

VI. La premiere methode s’ex@cute l’aide de l’equation 

r ap— Pr 


q s ag—ßs' 
Cette Equation est identigue, car elle donne en multipliant par croix 

139. apg—PBps = oubien ps = rg, 
arg — =aps—Prs, oubien rg =ps, 
comme cela doit ötre. 

VII. Cela pose, multiplions par ex. dans (136.) et par 
x, ce qui ne changera pas la valeur de "ww, et dliminons des produits 
a laide de l’equation (133.) la puissance x”, nous aurons une seconde ex- 
pression de ” "w dillErente de celle (136.) mais semblable ü elle en ce 
que x ne s’eleve pas non plus au dessus de la puissance x’ ni dans le 
numerateur ni dans le denominateur. 

Traitons la seconde expression de "zw pröcisöment de la 
manicre que la premiere, et nous aurons une froisieme expression sem- 
blable de 

Continuons de cette maniere en calculant r—1 differentes expres- 
sions de "zw qui toutes ne contiendront quelque puissance de x sup£e- 
rieure ä Ja r—1"" ni dans le numerateur ni dans le denominateur. 

IX. Toutes ces formules, exprimant la möme quantite seront 


des fractions de valeur Eegale, comme letaient ei-dessus celles 7 et — 


(138.). Done on pourra y appliquer V’equation (138.). Multiplions done 

zo, que nous representerons par en hasıt 
7 

et en bas par le coeflicient & dont x’! dans le derominalteur de la se- 


la premiere expression de 
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. r . 
sonde expression — est aflect@, et reciproquement la seconde expression 


r 

— de "w en haut et en bas par le coefficient % de x’ dans le devo- 
8 

minateur de la prerniere expression e% nous aurons deux expressions de 


to dans les d@nominateurs desquelles x’ aura le meme coefhieient. 


. 144 Fr . 
Maintenant les deux expressions = et As egales entre elles, seront aussi 
en vertu de (138.) egales Mais le coefficient de x” dans le 

denominateur &7 de la fraction etoit Egal celui de dans le 

eq 

nominateur ßs de la fraction dont la puissance sera defruite 


. 164 p Pr [4 
dans lexpression — 3% et nous aurons transforme les deux expressions 


et — de en une antre Pr ou x ne s’eleve plus la pPUIS- 


q ag— Ps 
sance dans le denominateur. 

X. Combinons de cette maniere deux ü deux toutes les r—1 dil- 
ferentes expressions de "zo trouvees (VIII), et nous en tirerons r —!) dil- 
jErentes expressions Equivalentes de qui toutes ne contiendront duns 
/e denuminateur aucune puissance de x superieure a la 

XI. Combinons de nouveau deux a deux ces r—? expressions 
et nous trouverons r— 3 expressions de "zw dans les d@enominateurs des- 
quelles x ne s’eleve qua la pulssance r— 3. 

XI. En continuant ce caleul, ou il y a encore ä observer que 
les facteurs communs au numerateur et au d@nominateur, quand il s’en 
prösente, ne doivent pas Etre supprimes, on voit qu’on finira par arriver 
A une expression de "wow qui n’a aucun x dans le denominateur, et cette 
expression est celle qu’on ü desire (VI.). 

XIII. La seconde methode part de la proposition, que Vet v 
sont trois polynomes quelconques de x, il existe toujours un polynome M de 


x qui, Etant pris pour multiplicateur de U et V, reduit la fraction = a la forme 
UM _ PytK 
10. mm” Oy-+cC?’ 
ou C ne contient plus x, de sorte quü Taide du multiplicateur M on 
pourra transformer sur le champ les expressions de "—"w et "77 eu 
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le la forme et 0 et 
s de la fiorme - Gm) 
d’autres de la qui pur y=0e se 
reduisent 
U IN 

141. 
expression qui a la forme demandee, puisswelle ne contient plus x dans 
le denominateur. 


XIV. I de trouver le multiplieateur 57, Pour cela 
Euler donne la regle suivante.” Soit N = developpez 
- en fraetion continue, en vous arrötant aussitöt que se presente un reste 


inÖnendant de x. Caleulez la valeur en x de cett> fraction continue 


apres y avoir supprime la derniere partie fractionnaire, et le numerateur 
de la fraction que vous trouverez sera le multiplicateur cherche.” 


Ayant trouve par ou Tautre des deux me£öthodes les 
es polynomes entzeres de "zw cu (123. et 150.) les equa- 
tions (124. et 125.) donneront 


142, = ei 


2 7 
et ayant calcule Z suivant ces Equations, on peut yigg ulterieure- 
ment les fractions et par le a appli- 
bien on peut tirer direetement de le nume£ra- 


teur Z de le seconde fraction partielle (122. et 123.) jar la m@me opd- 
ration gui a donne le numerateur zo ou ZF de la premiere fraciion par- 
tielie. C'est ce que fait Euler. 


16. 

koicı em er consiste la methode d’Euler qui, comme on voit, 
en ellet la rdsolution de Feguation et qui pour cela est 
preierable aux möthoden decrites 

Les reoles et preceptes que donne Euler sont parfaitement bons 
et exacts, mais il faut avouer que Tillustre auteur a presque entierement 
supprimt les demonstrations de ses regles. 

Dabord on ne voit pas par quel droit on puisse supposer arbitrai- 
rement v=U, sans donner « tous les x gui entrent en calcul les va- 
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leurs determindes que fire l’equation supposee (No. 15. HI.). C'est autre 
ehose dans les trois methodes Il est vrai qu’on y suppose 
Ggalement mais on donne efleetivement a tous les x les valeurs 
determindes par l’equation supposce. Euler se contente de dire (8. 7. 
de son m@moire) que si Von fait y=0, les expressions (126. et 127.) se 
reduisent a celles (129, et 130.) et quiil ne reste qu’a transformer ces ex- 
pressions fractionneires en formules eniieres. Mais il parcit que Vexaecti- 
tude des rdsultats qu’on trouve par cette @limination non totale mais seu- 
!emeut partielle, de x, a besoin d’ötre verilice. 

En second lieu, pour faire voir lrexistenee du multiplieateur 
(8.15. propre donner une fraction la form 
ler a recours la methode des coefficiens ind@terminds. Mais cette 


Eu- 


thode ne parait pas ollrir de d@monstration rigoureuse, parcequ'on n'est 
pas sur que parmi les equations determinantes il n’y en ait pas d’identiques. 

En troisieme lieu les considerations sur lesquelies Euler fonde sa 
regle de trouver le multiplicateur 47 ($.15. XIV.) semblent &tre plutöt 
spÖcieuses que propres servir de fondemens d’une demonstration rigou- 
reuse. Voice comment il siexprime sur ce sujet: 

10. Postguam perventum fuerit ad acqualitatem (nous met- 
(ons nos Sigues, mais nous eopions les mots d’Euler) ubi ommes ipsius 
x potestates Jam sint minores quam in ipso denominatore y, singularis se 
obtulit via, multiplicatorem illum supra memeratum eruendi, qui si 
litera M designetur, habebimus v=- 5. Jam quia reguiritur ut po- 
sito y=0 iste denominator evadat quantitas constans, hoc eveniet sta- 
tuende NY Sic enim ratione habita aequationis y=0, utigque 

et @= sieque ista littera per Junctionem integram ipsius expri- 
metur, postquam seilicet ex numeratore UM altiores potestates fuerint 
exclusae.” 

»$. 17. Nune ad istas quantitates M et Q inveniendas, evidens est, 
si quantitas variabilis uf infinita spectetur, tum fore = y1(), ideo- 

M 

unde patet, fractionem proxime aegualem esse debere 


fraetioni igitur in subsidium vocare conveniet eandem opera- 
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tionem, quae in numeris institui solet quando fraetione quacunque proposita 
alia ipsi proxime aequalis quaeritur. Simili enim modo, quantitate y per 
N divisa, residuum sumatur pro divisore, praecedens vero divisor pro di- 
videndo; hocque modo procedatur, Jdenee ad quotos fractos perveniatur, in 
quorum scilieet denominatore ipsa quantitas a insit. Tum enim si more 


solito ex quotis repertis fractiones formentur, ea quae ultime quoto inte- 


. . » M 
gro respondet, nobis exhibebit ıpsam fractionem —-, ex qua deinceps, nu- 


meratoribus et denominatoribus seorsim aequatis, numerator zo facili ne- 
sotio eruitur,” 


Certes on ne voit pas par quel droit on puisse supposer = x ct 


apres tirer «quelques conclusions de l’expression La quantite est 


z.r0 ou infinie pour = vw, selon que le degree de x dans IV est plus 
grand ou plus petit que celui dans y, et une quantit@ zero ou infinie ne 
peut Ötre regardce comme rapprochee d'une auftre, Et meme si cela £tait, 
on ne voit pas, quelle ressemblance il y a entre les quantit®s en question 
ot les fractions en nombres. Il est vrai que, en developpant en fraction 
continue une fraction en nombres, la dernicre firaction convergente est 
moins differente de la fraction proposece quwaucune autre fraction en nom- 
bres plus petits. Mais ici il ne s’agit pas de la grandeur des quantite». 
Elles sont plutöt zrdetermindes, et x peut ötre regard@e comme va- 
riable. Il ne s’agit que de la dependance ou de independance de x des 
autres quantites. I parait done que la ressemblance du cas actuel avec 
celui des fraetions continues en nombres, m’est pas telle qu’on puisse y 
fonder la regle enoncce, Le cas actuel parait etre un de ceux qui ne 
\ . 
sont pas rares dans les ouvrages d’Euler, ou ce grand homme, au lieu 
de caleuler et de d@montrer les resultats, les a pour ainsi dire plutöt de- 
vinds ou pressentis par une sorte d’inspiration math@matique. 


Pour justifier et verihier l’excellente methode d’Euler, ilreste dono 
ä demontrer rigoureusement ses regles. C'est ce qui se peut faire effec- 
tivement et que nous ferons. Je me suis d&ja oceupe autrefois d’une par« 
tie de ces d@monstrations dans un memoire lü ä lacad@mie des sciences 
de Berlin le 24. fevrier 1831; mais je vais reprendre ici cette täche, en 
essayant de perfectionner et de completer ce qu'il y a & faire. 
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17. 
Nous commencerons par demontrer la proposition (No. 15. 
savom que, 
si et sont trois polynomes quelconques de x, il existe 
toujours un polynome MM de x, qui etant pris pour multiplicateur de 
NT NM T 


et N, reduit la fraction la forme 


ou C ne contient point x. 


Il est clair quwil ne siagit que de demontrer existe foujours 
un nultiplicateur pour ım polynome quelconque donnde qui donne 
144. 
ou "C ne contient point x. Car en multipliant "U par le mäme poly- 


nome MH, on aura . 
145. 
. MU 
oü le degsr& de Ä est entre et r, et la fractian 1dentiquement 


egale la fraction donnde 


” . 
I. Supposons done 'N divisc par’y, on povwrra Ccrire gen@ralement 
146. — -!- 
Si sest >r,A sera antre et r, et si s<Tr,A sera = s. 
11. Muliplons gar une puissance x: de x propre intro-= 
duire dans la puissances x” de x, Divisons ensuite le produit 


par 'y, on aura 
Si peut-ötre A' n’etait pas = mais inlörieur Ar —1 (A, ne peurt 
tre plus grand que r—1), il ny a quä multiplier (142.) eneore par 
pour avoir 

145. 

On peut done toujours faire ensorte que ’Z, multiplid par une 

r PR 

puissance convenable de x ait la forme , oü Z contient 
nccessairermment la puissance de x. 

IV. Cela pose, multiplions (146.) par x ', nous aurons 

U U 
149. = 
En y substituant (148.), on aura 
150. N (I x + 9,) Y 'L, 
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1 
et en ecerivant Q, au lieu de 
51. = 
ou la partie =L, non comprise sous le produit Q,.y renfermera neces- 
sairement la puissance de x. 
V. Multiplions de nouveau "7 par x et divisons Ile produit 
x. *L, par nous aurons 
152. =g9.y+4L,. 
Si A, etoit inierieur a r—1 (il n’y peut @tre superieur) n’y a qua mul- 
tiplier (152.) par pour avoir 
u ı 
on 
Multiplions maintenant (151.) par Z' on aura un produit de la forme 
ou + et en y subsistant (153.) 
154. N = (Q.2 +,)y+"Z.. 
Ecrivant enfin au lieu de Q,.x'"-+9,, on aura 
ou renfermera necessairement la puissance de x. 
VI. Voilä done deux expressions diff@rentes (151. et 155.) qui 


toutes les deux ont ä gauche ’/V pour facteur, et a droite une partie aflectce 
du facteur et une autre renfermant nesessairerment la puissance de x. 


«/ 


VIL En operent de nouveau sur lrexpression (155.) pr@cisement 
de la möme maniere quon IA fait sur l’expression (151.) on aura une 
troisieme expression semblable aux deux precedentes, et en r&iterant Tope- 
ration sur celle-ci, une quatrieme etc. 

Ayant repete n— ! fois Voperation indiquee on aura r—1 expres- 
sions dilferentes de la forme 

156. 2". N = 

VIE Soit le coefliecient de dans ""Z, (151.) et celui 
de x" dans ""Z, (155.). Multiplions (151.) par @, et (155.) par a, et 
soustrayons les produits, nous aurons une expression de la forme 

57. N = ,0.y+"ZL, 
la puissance ayant ete eliminee de la partie ZL. 
IN. Combinant de eette sorte les r — expressions (156.) deux 


a deux, nous aurons r—\? expressions de la forme 
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157. m. N = 

ou m, est uh polynome de x et oü dans la partie Z 


la quantite © ne 
s’eleve la puissance 


%. Combinons de nouveau deux ü deux les r—2 expressions (157.) 
en multipBiant la premicre des deux par le coefficient de x'”"* dans la partie 
L de la seconde et celle-ci par le eoefficient de =” 


° dans la partie Z de 
.N\ 
la premiere, nous aurons r—3 expressions de la forme 


En continuant ces combinaisons, il est clair qu’on arrivera enfin 
a une expression qui, dans la partie Z, ne contient plus x et qui est de 
158. MN = 0Q.y+°6, 
forme dgale ü celle (144.). 

XU. Il a done dt@ demontr& quil existe toujours un polynome 
M de x qui, multipli@ par le polynome donnee “V, produit une quantite 
MN de la forme °C. 

XIH. Si done on multiplie par ce möme polynome M YVanutre po- 
Iynome donn®e ce qui demnera un produit de la forme 


159. MU = 


sy sera röduite a la forme 


P.y--K 
10. ——- 


.—— 


MN 
Test ce quil sagissait de veriher 
On verra plus bas (20. quune autre demonstratien 
de lexistence du multiplicateur 27 est contenue dans celle de la regle 
donnee par Euler pour le ealeul du multiplicateur möme, 
18. 
Maintenant nous d@emontrerons 
qu’on trouve, par ex. dans (122.), lavaleır de w en x si, suivant les 
reeles d’Euler, on &limine d’abord de U et au moyen de Tequa- 
tion y== 0), les puissances de x sup6rieures a la r—1"" et si ensuite 
on chasse, par ex. äl’aide du proc&de ($. 15. VER. — AIL), absolu- 
ment du denominateur de la fraetion qu’on a d’abord obtenue. 
1. Ayant ($. 17.) quiil existe toujours un polynome 


qui donne K et 
M.’N=0y+%, 


la fraction proposce 


ou °C ne contient plus x,. 
XIV. 
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ou "C ne contient pas x, nous pourrons au lieu de nn 


tire de (122.) en multipliant par "y°, ecrire lexpression suivante: 


Multipliant cette Equation par M.'N (161.), on aura 
164. 
et de la on tire 

165. (P-"w0—ZM)y = "RK, 
I. Le terme a gauche de cette dquation est divzsible par 'y; 
ı! faut done que le terme ""w,"C—""Ä le soit egalement. Mais ceia est 
impossible, a moins que "—"w.’C—"”Ä ne soit zero; car Ä est tout au 
ples du degr& r—1, C est du degre 0 et w est du degre r—1 tout au 
plus, comme le fait veir Y’&quation (5.) demontree ci-dessus, le 
dividende "ww. °C est tout au plus du degre r—1; le diriseur ’y 
au contraire est du degre r, et il est impossible qu’un polynome en x du 
degr@ r— 1 soit divisible par un autre polynome du degre r. Il faut 


done que ""w,."C—""ÄK soit zero et cela donne 


r-ıK 
— 


Yoila la veritable valeur de On voit que cette valeur siexprime 
par les restes de la division de MU et MN par y seulement, qui suivant 
ies formules (163.) ou (160.) sont X et °C. Les guotiens de la division, 
qui sont P et (Q, n’y influent pas. 

IV. Cela posd, remarquons que nous somme parvenus de Y a Oy-+"C 
= MN (160.) en divisant d’abord /V par y; cela nous a donne le reste 
Z, (146.) ensuite nous avons formed d’autres expressions de la forme 
(2), en multipliant par des puissances de x et en divisant toujours 
par y. Ces en les combinant par la soustraetion ou addition, 
nous ont enäin condwt a Fexpression et en divisant MU 


egalement par y, a lexpression. finale —— C'est donc /a dı- 
Ü N 


wısion par y des numerateurs et denominateurs d’une expression fraction- 


naire identique avec „ qui nous a fourni Vexpression finale. 
V. Mais il est clair que sil ne sragit que du reste de la division 


dun polynome quelconque en x, Z par exemple, par un autre polynome 
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'y de degre r, comme dans notre cas, on trouyera le mäme resultat si, 
au lieu de diviser Z' par y, on Climine de 7, au moyen de l’&quation y— 0 
supposee arbitrairement, les puissances de x superieures dla r—1”, En 
effet, si Von designe par p le guotient de la division de 7’ par y et par 
I{ le reste, on peut exprimer 7 par 
167. 

Gette expression se reduit 7, si fait y=0; done aussi / 
se reduira a si on le combine avec I’&quation y=0 en en Climinant, 
au moyen de cette @quation, les puissances de x superieures la 

VI. Done si au lieu des divisions a faire dans les opdrations ei- 
dessus, pour trouver Py+-Ä=MVU Oy+’C=MY, et dont le resume 
a te Enonee (1V.) on se sert autant de fois de !’eliminarion des puissan- 
ees de x superieures a la r—l"" au moyen de l’equation y=0, en con- 
servant dailleurs tous les autres calculs, on aura encore les m&emes restes 
pour resultats. Ayant donc ehasse tous les x du denominateur de Vex- 


pression identique de —— , on aura pour resultats Iinals les memes restes 


X et U qu’on a trouves par les procddes ci-dessus. Ft puisque ces 
restes, comme il a @t@ demontr@ plus haut, donnent la veritable valeur 


de ww (150.), on trousera aussi cette veritable valeur en se servant de 


climination partielle de au lieu de la division, comme le fait Euler, 
Donc le preeede d’Euler est justiiie par 
19. 
On peut encore justilier directement ce proccde d’Euler par la 
rllexion suivante, 


ost supposce avoir pour une valeur de x, et de sorte que 
les coeffieiens des diflerents polynomes /Y, w, 7. de x qui sy pre- 


sentent, comme £tant regardees /ndependants x, conserver les 
meömes valeurs pendant que la valeur de .r varie. 

1. On peut done donner a «= toute valeur qu’on voudra, sans que 
celies des coeffleiens changent; et les valeurs des coeilieients zndetermi- 
nes de zo et Z qu’on trouve avoir lieu pour quelgue valeur determince 
de auront lieu egalement pour foufe autre valeur de 


n4 Sect, No. 19. form. 169. 
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Par exemple on peut supposer donnera une 
equation entre les coelliciens de x° dans les differents polynomes. Et les 


valeurs de ces coellicients, qu’on pourroit tirer de cette equation, auraient 


lieu pour une valeur quelcongque de x. Eilles seraient les va- 


leurs «me les eoefliciens de x° ont effectivement dans l'&quation (168.). 
IV, Maintenant tout le probl&öme se reduit A celui de trouver les 

euefficiens inddterminds ou Inconnus des deux polynomes vw et Z, car, 

ces eoefüciens etant determines, la d@composition demandde de la frac- 


tion proposce est consommee. ne sagit done que d’assigner a 
2 


valeur O de x, prise pour exemple en (Ill), n’est pas 


neraiement propre a cela, car si zo et Z contiennent la puissance x’ de 

tous Jes deux, on naura qu’une seule Equation entre les deux coefl- 
eciens Inconnus de x’ dans w et Z. Ei diailleurs cette valeur de x 


donne pas en m£öeme tems 


ne 
quelque relation entre les coeficiens des autres 
puissances de x. 

Dans les mÖtliodes de d&composition des fractions ei-dessus (No.2.3.4.) 
ou domne x les » diförentes valeurs determindes, que preserit V’Öquation 
„== supposce arbitrairement. Un en tire ellectivement les valeurs de tous 


les evellieiens indeterminds, pareequon a autant d’Öquations determinantes 


[4 


y a de coefhieiens inconnus dens ""w, Tautre terme — 


N 
(171.) Etant zero a cause de y=0, Mais ce meyen linconvient de necessi- 


a gauche dans 


ter la resolution de V’emation y=0, pour avoir les valeurs de x determindes 

quelle preserit, et apres le caleul des imaginaires qui peuvent se prrösenter. 
VH. Au lieu de cela on vient directement au but en supposant 

encore arbitrairement 'y=0, ce qui reduit d’abord (168.) ü 


1699. 


mais en eliminant emswte des polynomes U, N, w seulement les puis- 
sances de x superieurs a la r—1"”, au lieu d’en chasseur fous les x. 

Lespression de — qu'on aura trouye en chassant de U et les puis- 


sances de x superieures a la r—1”" au moyen de l’equation y=OÖ se 
presentera dabord sous une forme fractionnaire ; mais aussitöt qu’on sera 
parvenu la trausformer en une autre entiere du degre r —1, encore au 
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moyen de l’&quation y= 0, ce qui se fait par le procdde ($. 14. VIE. XIL), 
cette erpression, dont tous les cocfliciens sont connus, sera celle de "ww 
i est t du deere r—1. D trouve d 
möme, qui est egaiement du degre r—1. one on aura trouve dun seul 


eoup tous le coelliciens de qui etaient inconnus et qu'on cherchait. 
il est vrai que dans l’expression finale, ainsi que deja dans celle (172.), 
x peut avoir que les valeurs deiermindes qui conviennent V’equation 
y=0, et non une valeur quelconque. Mais cela ne diminue en rien lex- 
actitude du resultat, puisque les m&mes valeurs des eoeflieients des poly- 
nomes dans (168.) qui conviennent a quelques valeurs determinces de x, 
conviennent €galement, comme nous lavons remarqud (1.) toute au- 
tre valeur. 

Le procede dEuler se trouve comme on voit @galement, 
iustifid par les reflexions precedentes, et ce sont peut &tre elles qu’ Kuler 
a eues en vue sans les Enoncer. Mais d’ailleurs la d@monstration actuelle 
de sa methode, quoique beaucoup plus suceincete, semble moins 
mentaire que celle ($. 17. et 18.). 


20. 
Nous venons it la d@monstration de la rögle du calcul du multipli- 
cateur #7 propre a transiormer une fraetion donnde en 


ou ne contient plus x, regle donnde par Euler et 15. AIV.). 
I, Divisons d’abord "U et '.V par "y et supposons 
2 
N ZZ. 
Il est clair que les degres z et A des restes X, et Z, seront tomours 
moindres que les degree r du diviseur y, au moins d’une unit, Done on 


peut supposer 
\ 
ou m et R, seront des polynomes en x. 
Jl. Mais le degre du reste R, est de nouveau necessairement in- 
ferieur a celui de Z,, au moins d’une united; done on peut supposer 
173. 
Ici le degr@ de R, est inferieur a celui de Z,, au moins d’une unite, ef 
on aura 


174. 


En continuant on pcurra supposer 
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175. r.R,+R, 


et generalement 

I. Les degres des restes R,, A,, R,.... diminuant toujours au 
inoims dune unite, il faut qu'on arrive enfin un reste 
dont le degre soll zero, «est-üu-dire independant de x. Nous supposons 
que Soil ce reste. 

IV. Ceia pose les expressions (172. et 173.) donnent 

177. y _ m(rR )+R 


%. En substituant dans cetie expression celle de R, (174.), on voit 
aura une fraction qui af, BR, &galement dans son numdraten 


et dans son denominateur, mais point des termes ni dans Yun ni dans 
Vautre qui ne soient aleetes de R, ou de R,. En substituant dans cette 
raction la valeur de R, (175.) on aura autre fraetion seinblable cou- 
tenant 2, et tant dans le que dans le d“nominateur, et ainsi 
de suite, Generalemient on pourra done &erire 


(ner +4. R 
An. sont les coelficiens inconnus de R,_. et 
Substituant maintenant dans lexpression generale (178,) celle 
de A,_, (176.), on aura 
Mais eu vertu de lexpression generale (178.), on a aussi 


On a done, en comparant les expressions (170. 180.), 


= r„+ %._ 
2,,; 


Vil. Ges Equations donnent 
ou bieu 
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En mettant dans cette equation a plusieurs reprises —1 place 
de x on aura 
183. Pi An — — + (Pr An — 9, 


et enfin 
184. — — 9%) 
Mais, en fesant 2 = 1 dans lexpression generale (178.), 
elle donne 
kn comparant cette quation avec celle (177.) on voit que 
Eu substituant ces valeurs de p2,, 95, %, et A, dans (184.) on trouve 
187. 
IX, Cela pose, Vexpression (172.) donne d’abord 


En y substituant la valeur de Z, (173.) on a 


= m+ . 


En continuant ces substitutions et Egalaut enfin lexpression trouve A celle 
(180.) on aura l’equation 


| 
+ 
X. Designons par la fraction qu'on obtient en negligeant velle 


-— dans (188.), c’est-ü=- dire 


19. — 
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— 
|| 
En substituant icı la valeur de AR, (174.) on trouve 
r, R,-FR, R, 
| 
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on voit qu'on tirera (2) de en fesant R,}, = 0 dans l’expression de 


cette derniere fraction. Donc on a en vertu de l'&quation (188.) 


190. An — Pr, 
In R,. 


XT. Retrauchons (190.) de (188.) nons aurons 
ou bien 


Pn 4 An — In ) 
L, In In 4-7, 
et An — etant = +1 (187.) et = L,(180.): 


(180.). 
XII. Mais nous avons suppose A, que le reste R,,, est ind“pendant 
de a. La quantite sera done une fraction dont le numerateur ne 
An 


eontient pas .r. 
XHT Multipliant (191.) par Z,9,, on a 
ou bien 


m U m T J 


XIV. 
XIV. Multiplions maintenant —. (170., 171.) en 
haut et en bas par p,, nous aurons 
193. sN — + 


et en y substituant (192.) et supposant 
194. "Un =Py+ÄÜ, 


XV. Faisons enfin 
Pn M, 
195. + (), 
nous aurons 
Py+K 
XVI. Cela fait voir d’abord qwil existe toujours un multiplieateur 
M==p propre a reduire la fraction dennde a la lorme Done 


sN 


des fractions algbriques rationnelles. Sect. II. No.20. form. 197.— 200. 59 


le caleul de ce multiplicateur oflre en tems une demon- 
stration de son existence, la seconde, annonece ($. 17. XIV.). 

XVII. Ensuite les resultats (195. et 196.) font voir qu’on trouve 
ce multiplicateur M = p, (196.) comme suit. De£veloppez la fraction Zen 
fraction continue (188.) em arretant le developpement aussitöt que se prö- 
sente un reste /?,,, independant de x. Caleulez la valeur en x de cette 
fraction continue, apres y avoie supprimd la derniere partie fractionnaire 
(188.), c’est-äü=dire, caleulez la valeur de la fraction (189.): le 


numeratenr ?,„ (190.) de cette fraction sera le multiplicateur MH de- 
mande (195.) 

Cest preeisement laregle d’Euler ($. 15. XIV.). Done cette r&gle 
a demontree dans ce qui precede, 

XVII, y a encore a remarquer que les rösultats du caleul 
eedent oflrent en m&me tems les valeurs de dans = 
(196.) comme le font voir les equations (195.). Done on trouve sur le 
champ, et saus eilectuer la multiplication de '.V par le facteur ealeul& 9, 
le denominateur "C de la quantit@ "zo (169.) cherchee dans la formule 
(162.). U ne reste qua multiplier "U par M=p, et A diviser "U, 
par 'y. Le reste K de cette division donnera !e nurmerateur de "zo (169.) 


et par la quantit£ "zo sera ealculde eompletement. 


XIX. Ayant eilectu& le d@veloppement de en fraction continue 


et trouve par la 7, Pay 7, (188), les formules (181.) dennent le 
facteur M = p, comme suit. D’abord on tire de la premiere et de la 
troisicme formule (181.) 


Ensuite (186.) donne 


et de la on tire par la premicre formule (181.), en y supposant n=1, 


199. p, = + m. 
Puis la formule (197.), en y supposant 2 =", denne 


200. = + Po 
et des ici on peut continuer le ealeul des > suivants jnsqu’a >, en mettant 
dans la formule gendrale (197.) successivement 2 3,4, 2... ., Jusquia 7. 
Drailleurs la methode preeddente d’Euler, de caleuter 
multiplieateur 4, propre A röduire une fraction donnde 
5 
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"U c Ro 


201. 


la forıne 
s\N MO Lo) Oy-+' 
ot ne contient plus x, n'est pas la seule qui A ce but. 


En voici encore deux autres, 


21. 
Seconde mötlode de caleuler M. (202.) 
I. I est clair q’iuil ne s’agit que de trouver un polynome MH pro- 
pre a donner 
203. MN = 0y-+'C, 
ou °C ne contient points des x. Ce polynome sera la multiplicateur cherch£. 
Nous avons ($. 17.) l’existaence de ce polynome. Mais 
cette d@monstration renferme en möme tems le mode m@me de calcul du 
polyneme 4]. En ellet il n’y a qu’ü faire les calculs indiques ($. 17. 
— XI.) pour arriver T’equation (158.) qui coincide avec (203.) et 
ofire non seulement mais les trois quantites cherchees M, et 'C. 
ily a encore a remarquer, que le multiplicateur qui donne 
204. M.L=0,y+'t, 
donnera aussi la forme car etant Q,y+Z,, la dillE- 
ronce de ZV et 237,.Z, ne sera qu’un multiple de y que ne change pas 
la forme demandde. Done on pourra encore abröger le calcul, en mettant 


ala place de ‘V. 


2, 
Troisiöme methode de ealeuler M. (204.) 

I. il est d’abord clair que si le coeflicient de la plus haute puis- 
sance de x dans y est = 1, comme il le sera ordinairement, celui dela plus 
haute puissance de x dans M peut Ötre suppose @galement = 1; car iln'ya 
alors quü Cgaler le coefficient de la plus haute puissance de x dans V, 
204.) ü celui de la plus haute puissance de x dans L,. 

II. Cela pose, en transformant l’equation (204.) en 


203. ML — 


) 
on voit de cette expression que M.ZL,—"C doit etre divisible par 'y, 
c’est-Aa-dire, que si lon divise par "v, le resie de la division 


0), 


zero. 
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III. Ce reste sera du degr& r—1, le diviseur ”y etant du degre 7; 
done ses r termes seront propres Aa determiner r coelfieiens inconnus. 
La quantite °C, independante de x, etant regardee comme une de ces in- 
connues, le multiplicateur M peut en contenir les r—1 autres. Done, le 
coeffcient de son premier terme dtant = 1, il sera gencralement du degre 
r— | et on peut supposer 

206. "M= Et 

Vi. Gela pose, il n’y a multiplier Z, par (206.), ajouter 
— au produit, diviser Ja somme par et zero les eocllieiens 
de r differens termes du resie de la division, qui renfermeront les r quan- 
titös inconnues A,, Ayy A,_, et "C. Cela fournira r Equations 
premier degre, desquelles on pourra tirer les 7 inconnues. 

V. Mais puisque linconnue °C ne se presente que dans le dernier 
terme sans x du dividende M L,—"C, elle ne se presentera aussi «que 
dans le dernier terme sans x du reste. Done les r— I premieres dqua- 
tions, qu'on tire du reste, doivent dejü domner les 7 inconnues A. 

VI. Le degre du multiplicateur HM ne peut superieur a 
car, sil l’etoit, il se presenteroit un plus grand nombre d’iinconnues qui 
ne peuvent trouvdes par l’@valuation des dillerents termes du reste. 

VI. Mais il peut Ötre zwoindre que r—!, car il se peut que quel- 


ques unes des r—1 @quations, contenant les inconnues A, soient zZdentiqgues. 


Dans ce cas le premier terme x” de M (200.), suivi peut &tre de quel- 
autres, ne pourroit pas subsister. Et puisqguwon a fixe davance la 
valeur du eoeffieient de les equations qu’on trouve ne peuvent pas 
indiquer cette circonstance autrement quien tombant en contradiction. 

VIII. Done si les r—1 dquations, qui renlerment les r—| incon- 
Ar A,_, (206.), se trouvent en coniradietion, ce sera um 
sine que le degr&e de M doit Ötre moindre que r— 1 et il faut essayer 
un autre multiplicateur d’un degre plus foible. Lorsguon aura introduit 
un tel multiplicateur , toutes les @quations determirantes quil y aura alors 
de devront &tre zdentigues. 

23. 
Appliquons A un exemple nos trois methodes de caleul du mul- 


"U Py-K 
iplic e r la fraction — en —— = 


ou U ne contient plus a, et ehoisissons cet exemple parmi ceux d’Euler. 
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Exemple (Memoire d’Euler $. 18.), 
207, 0 =0; (171.) 
I. Premiere methode ($. 20.). Suivant cette m£thode il faut de- 


velopper en fraction continue, en s’arrctant au premier reste indepen- 


dant de x. Cela donne 


208. 


—1 
+2) +1 |—x 
a’ +2Ir 


— 


Bil Ad 


3 
i 


> 
l 
et en (188.) +r+1 
Mm X 
r = — 
= 
310. \ 
a 
—"’+r-+1, 


De ku on tire par les formules (197 — 200.) 

|? = —ı +1, 


Pr = — +1, 


211. 


done suivant (195.) 
919 => = — r-+1, 
= +35, edtant pair. 
En eflet le multiplicateur Y=— x" domne 


donc 
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resultat conforme celui d’Euler. 
1. Seconde methode ($.21.). En multipliant 7, (207.) par x, on 
et en divisant pr y=x'+1, 
216. 1. 
En multipliant de nouveau par x et divisant par y on tronve 
217. 
Combinons les trois equations 
I,= (207.), 
218. (210.) et 


nous aurons 
219. (a 1) 


220. 


— + — 2, 


9u bien 
3. 
Cela donne 
99 
221. M= — — 
et saccorde avec (213.). Le reste du caleul coincide avee celui (1.). 
il, Zrossieme methode ($. 22.). Supposons 
on & 
ou bien 
223. M E—C = (A (A, + + 
Divisons par 'y=z’+1, on aura 
donc les “quations qui determineront A; et "Ü seront 


+ A; 0, 

225, A; + Ar 
(0, 
A, — — = 0. 


Des deux premieres @quations on tire en les soustrayant Tune de laute“ 
26. +?=0, ouber 
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Mais cela est en contradietion avee la troisicme dquation qui donne 7, 
= +1. Done le degre du multiplieateur M a suppose trop fort (8.22. 
VII.) et il faut supposer 
227. = 
Cela donne 
+ 


ou bien 


Divisant pr y=x'’—+1, on aura 
229, ML—C= 


Done les Equations determinantes seront 


N — A, = 0, 
930, 


—1—C=0. 
En soustrayant la second de la premiere on tombe dans la troisicme don 
lon voit que celle-ci est zdentigue avec les deux premieres ($. 22. VI.) 
troisieme et la seconde @quation donnent 
3, 


ei puis quatrieme —1—1—1—'C= 0, Jone 
232. 


wir 


done on a suivant (227.) 
233. M = +-r—1, 
et, en vertu de = 0y—'C, 


234. = 
ct cela succorde encore avec (214.), le reste du calcul @tant le möme que 


Gil ten 


24. 
I. Les methodes precedentes servent ftrouver w ou "JE 
dans (122. et 123.). Diabord ayant fait dans l’expression de la fraction 


decomposer 
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035, et 


= + L, 
dans le premiere eas et 


N= ’+ 


le second, on transformera la fraction — — 
‘N 


236. 


en une autre de la forme 
4 Yy+ 
soit par la methode (No. 15. I1.— XIl.), seit a laide d’un multiplicatenr 
M, Cela etant fait on a (169.) 
238, Mu 


= 


Ayant trouve w ou 77, on calculera Z (122. et 123.) suivant (No. 15. X\.). 

il, Si lexposant de n’est pas assez faible, il sera ordinaire- 
ment preferable de caleuler au lieu de et puis en 
rant ensuite sur Z, 


Mais si lon a caleulde "777 (123.) il y a encore A decomposer 


ro—\ 
ia premiere fraction partielle ——— en 


Cela se fait en divisant par 'y, le yuotient de; nouveau par "y, le 
seeond quotient encore par ”y et ainsi de suite, jusqwäa ce «je le degre 
du dernier quotient soit inferieur a celu r de y. Les restes des dille- 
ventes divisions donneront sur le champ les num£rateurs w,, W,, 
... 70, des fractions partielles (240.), En ellet, supposons 
y + mu, 
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de sorte qu’en substituant ces expressions Fune dans lautre on a 


y), 


. 
la derniere expression (242.), divisce par donnera sur le champ celle 
(240.) qu’on a demandee. 
25. 

Dans le cas ou ”y est du premier degre, d’est-A-dire r=1, les 
restes K, et Z, de la division de "U et °\ par ’y (235.) seront du de- 
gre zero, ou independants de x; done Z, a dejü dans ce cas la forme re- 


P,yH+K, "7 Py+K 
quise et la transformation de (No. 24. 1.) 


n'est pas necessaire ic. n’y a qua diviser "U et ‘N par y; les restes 
K, et L, de ces divisions donneront sur le champ 


& (169.). 


Mais on trouve @galement les restes Ä, et L, des divisions de "U et ’N 
par ”y, si dans "U et ‘NV on donne ü x la valeur determinde par l’@quation 
2. 'Yy=0, 

puisque y=0 domne en vertu de (235.) "U=XK,et 'N=L,. Par lü 
on voit que dans le cas r=1 la presente cinquieme methode de d@com- 
position des fraetions algebriques, si Ton calcule par cette methode, comme 
il est preferable, "zo et non pas "7/7, coincide absolument avec la se- 
conde methode de decomposition. 

Eile ne diflöre done de celle-ci que dans le cas ou y>1. Dans 
ces cas les methode anterieures sont obligees de domner a x les dille- 
rentes valeurs determinees qui satisfont a l’equation 0; la presente 
methode elude cette incommodite. 


26. 
Il y a done seulement lieu aussi d’appliquer la prösente methode 
a notre second exemple (No. 7.). Son application au premier exemple ne 
donneroit que les calculs (No. 10.). 
I. Dans ce second exemple nous avons 
245. y= (61.) 
et, en divisant "U et (80. ei 62.) par pour trower ona 
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nl] P,y+K,(235.) 


240. —= — 1610? —2cH+5) 183496, 
+52" +92 — — 2045) 612432, 
done 
K,= — + %, 


247. 


Maintenant y aurait caleuler le multiplicateur propre 


redınre ala forme Une contient plus x. Mais est 

divisible par L, et on a „==. Done quel que soit le multiplieateur 37, 

on aurait encore mi,>* Done on est dispense du caleul du multi- 
K K’ 

plicateur et on a ;5=7- et sur le champ, suivant (169.) 


248. 
II. Le numerateur de la premiere fraetion partielle Ötant 
trouve, on a suivant (142.) 


we 


et cela denne 
250. = + — 1 
Cette «wuantite prendra la place de (246.), en caleulant le nu- 

merateur de la seconde fraction partielle, 


IV. Elle donne pour ce numcdratenr 
231. P,y+K= — + 241r 
done suivant (251. et 247.) 
959 
L, = — (lı+ 2. 
V. X, pas divisible par Z, comme il Done 
K 


...ala 


il faut chercher le multiplicateur 7 propre reduire 


VI. Nous ferons cela suivant la Zroisieme methode (No. 22. 
Supposons 


— ou bien 
N? 


forme ‚ ou Ü ne contient pas x. 


In 


M — X A 


nous avons 


( 
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Cela, etant divise par +5, donne 
255. = —61y— + 32 °C + 5305, 


done 


305 + 3 = 0, 


et de lü on tire 


61? 
0 - 90 15725 
— 


171. Multipliant maintenant X, 241x—642 (252.) pr MW = 
x — 32 (253. et257.), on a 


257. | 


et en divisant pr +5, 
257. KM = %41y— (1604 )2— 1205 
__ 31450 15725 
done 
done enfin suivant (166.) 
31450 -+15725 
K 61 
29. (258., 257.) = — 1). 
61 


VII. Voici le numerateur de la seconde fraction partielle. On a 


done juisqu'ici 

260. (63.) 9% +5)? (248.) — — (259. ) ete. 
IX. Nous ne pas plus ce calcul qui, comme 

on voit, est encore assez fatigant. Nous passerons plutöt d’abord A une 


autre methode un peu plus prompte, au moins plus regulicre, tirde de 


la presente. 
$. VI, Sixieine methode. 
27. 
I. Soit comme ci- dessus 
26i. 


la Iraction proposee Aa etre deeomposce en fraetions partieiles de forme |(8.). 


‘N 
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Divisons d’abord "U et ‘N par ’y, et soient P, et Q, les quotients 
et X,, Z, les restes de ces divisions, la fraction proposde prendra la forme 
| mu 

262. = er 
P,y+ K, \ Py+ K vo . 
II. Reduisons la forme C ne eontient plus 
x, soit par la methode (No. 15. VII. — XI.) ou en calculant d’apres 
(No. 20., 21. ou 22.) le multiplicateur M propre ä domer AM (Q,y-+L,) 
la forme Qy-+-°C, et en multipliant apres en haut et en bas par M. 
Cela fait, la fraction proposde prendra la forme 
K+-Py 
263. ——— 
MON (CF 
If. Divisons maintenant K yon y par C-+(0y, non suivant les puis- 
sances descendantes, mais suivant les puissances ascendantes de y: 


. K — 
Le premier terme du quotient sera TC et le reste ni Fey: earona 


(EP— KO)y 
IV. Supposons 


265. ou bien = Ä,+P 


ou l’on trouvera X, et P, en divisant me par y; le quotient de cette 


division sera P, et le reste Ä,. 
Cela fait, lequation (264.) se 


r 


_ K,+P,y 
V, Ici la fraction est tout-a-fait semblable celle 


(263.); il ny a quäü mettre Ä, et P, ä la place de X et P, pour reduire 
la seconde ü la premiere. 
On peut donc continuer la Fr ( . et on aura 
—K, 
VI. En supposant de nouveau 


CP,—K,QO ou bie = KA, +P:,y, 


268. 
et divisant, on aura K 
K 


et ainsi de suite, 
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VIl. Ayant continue cette operation, jusqu’äü ce qu’on soit arrive 


a la puissance y‘ de y, on atıra 
done en substituant dans (263.), 


VIM. Voilä le developpement complet de la fraction proposde. 


En le comparant avec la forme generale (8.\, sayoir avec 


[7 


r—ı 


— 


on voit que 


973, N =C+0y, 
M.=Z,=P,— 0, done 2,= 


on Von trouvera les differentes quantitdcs X, P_,O 


par les equations suivantes: 
m ) 


M.‘N= C-+0y, 
P — = 
274. R 
—= P; y, 
K,+P,y, 


IN. Cette methode de developpement exige donc les ope£rations 
sulvantes. 
Chercher uu multiplieateur tel, ue N. N\=C+ ()y, ou bien si 
25, 
tel. que ait la forme C+ y, ot ne contient pas x. 
2. Diviser MU par y; le reste etant suppose Ä et le quotient 


P, w=7- Diviser ensuite P— () par y; si le reste est Ä, 
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et le quotient P,, on aura zw, = Diviser — par y; si lereste 
est Ä, et le quotient P, on aura w,=7,, et ainsi de suite. 
fi =; . 
3. Diviser enfin P,,— —7 par M; le quotient sera Z. 


- 


28. 


Dans le cas r=1, c’est-a-dire le facteur du d&nominateur 


m U 


de la fraction proposce —— est du premier degre, les calculs de la m(- 


thode presente se simplilient beaucoup. 
1. Diabord dans 


=PytB et 


les restes X, et Z, de la division de U et I par y sont deja deux m@mes 
independants de x. Donc le caleul du multiplicateur propre a donner 


IT.‘N la forme n’est pas necessaire ici, et L, prend la place 

II. Divisons de nouveau P, et Q, par y et supposons 

277. R=Py+XeQ, =0Qy+L, 
ou Ä, et L, seront indÖpendants de x, nous aurons 
m. 
Divisons encore P, et Q, par y, et soit 
2779. 
ou A, et Z, seront encore independants de x, nous aurons 
980. 

Continuons cette operation jusquü-ce qu'on soit arrive des quo- 
tients qui ne sont plus divisibles par y. Ges quotients seront P,_, et 
(), 5 ils seront independants de x, ainsi que toutes les aufres auantites Ä 
et L et on aura 

Il. On voit que les calculs (TE.) n’ont d’autre but que de trans- 
former les deux polynomes en x, "U et ’NV, en deux aufres en y des 
memes degrös. Cela se fait effectivement par des divisions reiterdes, comme 
il a ete deerit dans (1I.). Mais la transformation peut encore £tre ellec- 
tuce par deux autres mdtholes. 
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IV. Soit 282. 
qua substituer y—a au lieu de x daus "U et 'N. Cela donnera 
ögalement les deux expressions (281.). Les calculs necessaires seront ü peu 
pres de la m&me edtendue que ceux dans (I,). C'est le second moyen 
de transformation. Voici le troisicme, 

V. Eerivez y ü la place de x dans U et N, et tirez des expres- 
sions que vous aurez, et que nous designerons pas u et n, les coeffi- 
ciens differentiels Ou,.... et On, Ö?n,....©"u respectivement 
"et ordre. Ces coefliciens differentiels, en mettant, commie 
cela doit ätre, y—« ü la place de y, vous donneront, en vertu du thleo- 
rcme de Taylor: 


jusqu’a le m 


a? aM 
2 3 m 


C est le freisienme mode de transformation. 

VI. Ayant transforme par une des ftrois methodes (II. IV. V.) 
=U et ‘N en deux polynomes en y de la forme (281.), ii n’y a quü divi- 
ser "U par °V suivant les puissances ascendantes de x, en s’arrötant 
aussitöt que le quotient presente la puissance y® de y, Cela donnera une 


expression de la forme 
“N 
Pour &yiter les fractions, on peut supposer 
287, 
si U est le terme sans y dans °‘/. 
Vil. Eu substituant enfün cette expression dans celle de la frac- 
tion proposee (261.), on aura 


y? 


et c'est le developpement complet de la fraction proposde en fractions 
partielles. Toutes les quantitds v seront ind@pendantes de x, mais Z 
sera exprime en y, donc il faut transformer encore Z en un polynomie en x. 
Vill. La sixiceme methode de d&composition des fractions algebri- 
ques exige done, dans le cas particulier y= 1, les caleuls suivants. 
l. Transiormer ”7/ et par lune ou l’autre des trois methodes 
(Il. IV. V.) en deux polynomes en y. 
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2. Diviser le polyneme transforme par celui suivant les 
puissances ascendantes de x, en sarrCtant aussitöt que le nouveau quotient 
presente comme facteur. Les facteurs de 
des differents quotiens seront les numerateurs 2... et 
Z des fractions partielles cherchees. | 

3. Transformer le dernier quotient 7, qui sera exprimde en y, en 
un autre polynome de möme degre en x. 

IX. On voit que dans le cas partieulier „y=0 la sixicme me= 
thode de decomposition des fractions coincide avec ceile que Mr. Dirk- 
sen a donne dans son mÄ“moire No. 6. tome IT. cah. 1. de ce journal. 
Done elle peut regardde comme la gencralisation de cette derniere 
methode eileetuse par les procedes qu’Euler a donnes dans les M&moi- 
res de St. Petersbourg, tome 1. 1809. page 1 — 25. 


29, 
Appliquons la sixieme methode a notre premier exemple (59.). 
I. Dans cet exemple on a 
| «=—2 (282.), 

I. Transformons suivant la troisieme methode ($. 28. V.) U et N 

en polynomes en y. Nous aurons 


430 y—180y’ — 40, 
289. 70y— 252, 
7°’ —1080y-+ 720, 


+ 720y—10S0, 


+ 720; 


n = y„—by'+ 

+60y—144y+ 12, 

= +120y—144, 
120; 


C'relle’s Journal d. M. Bd.X. 10 
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done suivant (283 — 4.) 
— —504y+ 92 
336 
1927 — 255 
+ 64 
292. = y’— 6y’+ 81 = 
+10 234 
+40 y’—14y’+ 24y+204 
+ S0y’—192y+ 16 
+ s0y— 9 
32 
III. Maintenant il y a a diviser "U par ‘\. Mais pour (viter les 
{raetions, supposons y== 33 (287.). Cela donne 
3232 
et on trouve 
Quot. =5+23z+ 116° + 335° + 254 3°, 
294. 1-—:—3:?—54:? 
992°— 0 7292°+ [729:° 
I5+5:+ 405z® 
3242°+ 729:* 
1032°4+  567:* 
338:°— 93962” 
62912°— 459002’ 
—2542°4 2542°4 20574 
7640:°+ 7053-°— 321842’ —54810:°— 20574; 


295. — =7 +3 + 3 + + + sN " 


Puisque on a 


254° , (7640-2351, — 35767? 
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done la er la fraction proposde est 


"U 116 338, 254 76404235 —254y* 


En la de y on trouve 


92° +30 — 42. 23 — 210 + 35 
298. — +22’ +512’— 117x481) 
116 338 254 
comme il a dte trouvd (85.). 


V. Nous ne nous arröterons pas a appliquer la sixieme methode 
a notre second exemple (63.). On voit bien que le caleul suivant cette 
methode est encore assez fatigant, a cause de la recherche du multiplica- 
teur M, et de la transformation de // et /Y en polynomes en x et de Z 
en un polynome en x. 


Septieme methode, celle de Mr. Clausen. 
30. 

Nous ne rÖproduirons pas iei lanalyse de cette methode, parcequon 

peut Ja voir dans ce journal m@me, tome 8., cahier 2. pag. 142 — 145. 
Cette m£thode est sans doute differente de toutes les autres, et 
participe des avantages des deux precedentes, d’eviter le ealcul des fac- 
teurs simples du denominateur de la fraction proposce, et par conscquent 
celui des imaginaires qui y peuvent se presenter. 1 y a seulement ü 
remarquer quelle exigera encore des caleuls fatigants dans la pratique, 
En elfet, si lon designe par le degr@ du d@enominateur de la raction 
proposce, on trouvera par les formules de Fauteur que la gquantit© inde- 
terminde Z, qui se presente dans les resultats finals (11. pag. 144.) et qui, 
en vertu des equations (5. pag. 143.) nest autre chose que celle qui 


est exprimce par 0, sera gencralemeut du degre v—2. Mais la resolution 
des &quations finales (i1.), c’est-ü-dire le calcul des numcrateurs P et P, 
cherches des deux fractions stexccutera en supposant indeter- 
mines les eoeffieiens du polynome P,, dont le nombre est v— 1, et en cher- 
chant ces v—1 coeffieiens, ce se fera en supposant euanx A zero un 
les coefficiens des y—1 premier termes de Tune ou de lautre des deux 
tions (11.). Done cette methode exige d’abord les calcul au moins dun des 


10 
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deux polynomes r et r, suivant les formules (2. et 7.) et le calcul de la 
constante (), suivant les formules (2.) et apres le caleul de v—1 coeffi- 
ciens indetermines, tires d’autant d’@quations du premier degre. Elle 
exige done environs aufant de calculs que la methode ordinaire des coef- 
ficiens indetermines ($.1.). Nous nous abstiendront par cette raison de 
lappliquer ü nos exemples et nous passerons ü une derniere methode qui, 
dans la pratique, sera plus expeditive que les autres. 


$. VIII. Heitiöme methode. 


31. 
I. En multipliant par ’y°.'/V lexpression fondamentale (5.) on en tire 
29 "U N +”2.% 
et de la 
I. Puisquil & dt@ demontr& que la decomposition de la fraction 
proposce suivant la formule (5.) est toujours possible, c’est-a-dire quil 


existe toujours deux polynomes entiers w et Z de degres r—1 et nr —r—I 
tout au plus, qui satisfont a Nequation (5.) ou bien a celle (300.), on est 
en droit de conclure de V’equation (300.) que sera neces- 
sairement divisible par c’est-äü-dire que, si lon execute effectivement 
la division de — ""w.'N par "y, le reste, qui se presente, sera neces- 
sairement zero. Done si lon eerit 
on aura necessairement 
302. 

II. Cette remarque offre immediatement les moyens de trouver 
les numedrateurs ""w et des fractions partielles cherchces, et de 
onsommer ainsi la decomposition de la fraetion proposce. 

En ellet le degr@ du numerateur de la premiere fraction par- 
tielle (5.) ne peut plus fort que 7--1, comme il a ete demontr6 
(Sect. 3.); done, en supposant 

303. 2,2" 6, 
le uombre des coefliciens &, independants de x, et contenus dans "ww, 
ne peut etre plus grand que r. 

Ces coeflieciens, consider‘s comme autant d’inconnues, se presente- 

ront aussi bien dans le reste R, que dans les guotient Z de la division 
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de U—wN par y. Mais le reste R, comme venant du diviseur y, qui 
est du degre r, ne peut &galement d’un degr& superieur ür—|; 
done il aura @galement r coefficiens dill@rents. Ges r coelficiens, qui im- 
pliqueront les r inconnues &, doivent Ötre &galds scparement A zero, 
möme devant = 0. Done l’Cquation R, = 0 (302.), qui aura necessai- 
rement lieu, suffira toujours a determiner les valeurs des r coelficiens in- 
connus de ""w. Et apres avoir encore donne a ces coefficiens leurs va- 
leurs, partout ou ils se trouvent dans Z, on aura aussi le quotient ""="Z. 


IV. I n'y a möme pas d craindre que parmi les r &quations 
terminantes, que fournit T’&quation ""R=0, il sien trouve d'identigues. 
Car si cela £toit, il sereit impossible de trouver completement w et /, ev 
qui n'est pas, la decomposition (5.) dtant toujours possible. 

V. Ayant trouve w, et Z, il ny a qwäü eerire Z ü la place de 
et repeter sur Z Toperation qu'on vient de faire sur (6.). On 
aura, en vertu de (301.), 

304, — "we N = 


et 


W’equation (305.) donnera, comme dessus, les valeurs des r eoefliciens 
inconnus de zw,, et en substituant ces valeurs des eoefliciens dans Z, on 
aura aussi le quotient "—"—Z, 

VI. En continuant cette operation, on trouvera suceessivement tes 


. 
numerateurs W,, de toutes les fractions partielles qui 


precedent la derniere, et enlin aussi, en möme tems, le numdrateur 
de la derniere fraction partielle (8.) ee mumerateur etant le guorient de 
la derniere division ü faire. 

Puisque la forme des differents numerateurs zo est tonjours 
la möme, savoir eelle (303.), tous les produits zo, w,\, w, N, .... 
auront aussi toujours Ja möme forme, et cette remarque oflre un moyen 
d’abreger encore le caleul. En effet, les resultats de la division de la 
pertie w, par y dans llexpression gendrale des fermules (30E,, 304.) 

306. Zw, N == Z,y-FHR, 
etant toujours les mömes, il m’est pas n£cessaire de diviser toujours de 
nouveau jes quantites mais seulement la partie Z,_, de ces 
quantites, et une seule division de w, N, une fois pour toutes, suflit. Les 
calculs seront simplißds par 
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VII. Supposant 
308. w,N 


G y + m H, 


on aura 
309. Zu —w,N = (P,— 6)y 


equation 


donnera les coefhiciens inconnus de ww, et apres l’@quation 
311. P,,—6 


donnera Z,. Les parties G et J/ dans ces @quations seront toujours 
les memes. 


IX. Voici le tableau des @quations calceuler. Supposant 
"U 


les equations 
donneront successivement les eoefficiens inconnus de w,, 
et les @quations 

s-ı/ 
P— G, 


donneront successivement Z,, Ze 


N 


X. Si’y est du degre I, c’est-a-dire si r=1: toutes les quantitds 
w, H, K,, K,, Ä,..... Ä,_, sont de degre O0, ou ind@pendantes de x. 
Donc les @quations (314.) donnent immediatement w,, W, 
sans aucun procede d’£limination. Mais si r>1, le calcul des coefficiens 
inconnns de 70,, Wi, W, exige l’elimination entre r equations de 
premier degre. Cette Climination ne sera pas g@neralement trop fatigante, 
le degre r de y, et par suite le nombre des inconnues et des “«quations, 
n<tant pas ordinairement bien fort. D’ailleurs cette @limination, au moins 
dans le cas ou r n'est pas un trop grand nombre, pourra s’exccuter sui- 
vant les formules gen@rales connues. 

Xl. Comme la huitifme methode de d@composition des fractions 
algebriques rationnelles que nous venons de prösenter n’exige pas des 


des fractions algdbriques rationnelles. Sect. II. VII. No.32. forn.316.— 326. 


transformations des polynomes donnes en x en d’autres en y, et reeipro- 
suement, ni le caleul du multiplicateur M propre reduire la fraction 


x | Py+R 
y ala forme 


plus expeditive que les autres et par consdcquent pröferable. Et comme 


, cette methode sera ordinairement plus prompte evt 


encore Tidee fondamentale reprösentde par T’equation (301.), sur laqnelle 
elle est basce, est tres simple et facile retenir, la m&me methode parait 
aussi Öötre par prelerence recommendable aux elemens. 


32. 
Appliquons la d’abord a notre premier exemple (5%.). 
I. Iciona 
36. w=a, y—-—], 
et si Von divise w.°V (58.) et "U (56.) par y, on trouve 


done (312. et 315.) 
310. K=5 


et suivant (314.) s= done 
320. w—3 
et suivant (315.) en substituant la valeur trouyee de z dans (312.), 
Wr — — tr — — 39), 
155 + 150). 
li. En divisant de nouyean 7, par y 
322. Z = — Wr +25" +5 — 7 
done (312., 313., 314.) 
Hz3a, e 
323. sw 
et suivant (515.) 
324. + + 144). 
ill. En divisant Z, par y on a 
325. + — 2) + 116), 
done (312. — 14.) 


et suivant (313.) 


154 et 
A, 
326 & = "27 
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—38 7° +20 — — 39x —39), 
39. Z,= 455 2’+ 582 2’— 4464044134), 


IV. En divisant Z, par yona 
323. + 108587 — — 2) + 338), 
done (312. 14.) 
H=3a, e 
39 33 
et suivant (313.) 
10882 — 2288) 60? 4392-39), 
330. Z = 1004 2° 9018-6318), 
V. Divisant enfin Z, par y ona 
31. 34438 — 3032) (2 — 2) + 254), 
done (312. — 14.) 


et suvant (313.) 
VI. Les resultats (320., 323., 326., 329., 332. et 333,) &tant sub- 
stitues dans (8.), on a 
334 —92°4 22’ 4+232° — 21-435 


5 116 338 254 


3(r—2) 
comme il a dt& trouve (85.). 


33, 

Appliquons aussi la huitieme methode de d@composition au second 
exemple (63.). 

l. Iıona 

335. 
— —3e, 

et si divise (336.) et (60.) par on trouve 


(312. et 15.) 


A,=ysr et 
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43052, +320,, 
done on a en vertu du l’equation = (314.), 
338. — (02, + 3050, +32, = — + %, 


337, 


done 
3092, + 52a, 36, 
et de la on tire = 3— done 


339. 


et par sıüte 
341. 


En mettant (340.) dans °"G (357.) on trouve 
342. +" Vr— 2, 
done suivant (315., 337. et 342.) 
333. = — 1640 — — 
IH. En divisant Z, (335.) par x’— on trouve (313.3) 
344. — u. 152° — 134, 
= + — 04%, 
done l’&quation =""1 (314.) donne en vertu\de (344. et 337.) 
345. — Wa, -- 3052, + 241 617, 
et lP’&quation (345.) donne 
346. 


| 


| 90x, + 61o, — 24i, 
13050, + 32a, = — 
De la on tire (90.33 — 61.305), = — (32.241 — 61.642) Cest-ü-dire 
— 15725 &, = 31450, done 
347. = 
et substituant dans (346.) — 150 +61e,= — 241, done 
348. a 
et par suite 
349. w, = 
En mettant les yaleurs de et ©, dans (337.) on ftrouye 
30. "G= 1" — + 129, 
done suivant (315., 344. et 350.) 
3551. Z, = I +5. 
Crolte's Journal M. Bd. x. 10.1. 
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fl. En divisant Z, (351.) par 2x +5 on trouve 


Re: 198 — 232 — 243 
352. 
done Tequation "Ä,= ""H (314.) donne, en vertu de (337. et 352.), 
353. — + + 32a, = — 360r + 1NNO 
et l’@quation (353.) donne 
354, + 612, = 360, 
309%, 32, = 


De la on =4— Sie, et 22,0,, donc 
35. 
et par suite 
336. — 4x. 
En mettant lies valeurs de &, et x, dans *"G (357.) on troure 
357. = 42° + + 360° — — 244, 
done suivant (315., 352. et 357.) 
358. Z,= Wr — 


IV. Les resultats (341., 349., 356. et 358.) &tant substitues dans 
on a 


359 17.2" — 145.2’ + 431° — + — 34.0? — 19430? — 2227 +1 31 


— 22 — 3) 

3 2c+1 4x — 
C'est le developpement eomplet de la fraction proposee (63.) en fractions 


partielles. 


34. 

Nous terminerons ici le present m@moire pour ne pas trop le grossir, 
Nous laisserons a Tavenir les nombreuses applications dans analyse qui 
pourront encore &tre faites des resultats de la d@compositon des fractions et 
des ealeuls et transformations qui s’y presentent. La premiere application 
des rdsultats qui se presentera sera celle lintegration des difl£rentielles 
rationnelles mais fractionnaires, ou il y aura encore plusieurs choses ü dire. 
Mais les caleuls et les fransformations, dont on a fait usage ici, pour- 
ront encore ötre utiles en d’autres parties de lanalyse, par ex. dans la 
theorie du plus grand commun diviseur, dans celle de l’@limination etc, 
Il se pourra m&me qu'elles soient utiles dans la theorie des nombres, en met- 
tant des polynomes a la places des nombres entiers. La d@composition 


des fraciions ulgbriques rationnelles. Sect. 11. $. VIII. No. 34. 8; 


d'un polynome dans la somme d’un produit d’un diviseur donne et du 
quotient, et d’un reste qui s’est presentee dans le cours des calculs pre- 
c@dents a une analogie complete avec cette decomposition des nombres 
entiers laquelle donne naissance aux congruences ; meme l’@quation (192.) 
par ex. qui s’est presentde ci-dessus daus la recherche du nultiplica- 
teur propre ü transformer une fraction donnde en une autre dont le de- 
nominateur est de la forme Oy-+-"C, y etant un polynome donne et °C 
independant de x, est, quant äla forme, toute semblable ü une congruence 
de premier degre en nombres entiers, et m&me la resolution de cette 
equation par developpement en fraction continue a une analogie complete 
avec celles des congruences du premier degree en nombres entiers. Il se 
pourrait bien que plusieurs autres analogies encore se presentassent, en ope- 
rant sur les polynomes comme on le fait sur kes nombres entiers. Les 
polynomes qui n’ont pas des diviseurs communs prendroient la place des 
nombres prerniers relatifs; les polynomes du premier degre celle des 
nombres prermiers absolus etc. Nous laissons tout cela & l’avenir, en 
commandant ces observations l’attention des geometres. 


3. Plücker, zur Theorie der Curven. 


5. 
Uber solche Puncte, die bei Curven einer höhern 
Ordnung als der zweiten den Brennpuncten der 
Kegelschnitte entsprechen. 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin. ) 


1. So unbeholfen auf der einen Seite die Einführung der Brennpuncte 
in die Theorie der Kegelschnitte ist und immer bleiben wird, wenn man 
dieselben durch Gleichungen zwischen gewöhnlicher Punet-Coordinaten 
darstellt, so natürlich geht auf der andern Seite die Definition jener Puncte 
aus der Darstellung der Kegelschnitte durch Gleichungen zwischen den 
neuen Linien-Coordinaten hervor. Die Beantwortung der Frage ‚welche 
einfachere Formen kann die allgemeine Gleichung des zweiten Grades 
zwischen diesen Coordinaten durch blolse Verlegung des Anfangspunctes 
annehmen,” enthält die Discussion der verschiedenen Fälle, welche jene 
Gleichung umfafst, und giebt zugleich die Definition und die Bestimmung 
der Brennpuncte *). Die Definition, welche auf diesem Wege uns ent- 


gegentritt, knüpft sich an ein paradox scheinendes analytisches Factum an, 
dafs nemlich, wenn 


= ty—l, 


welchen reellen oder imaginären Bogen % auch darstellen mag. Denn es ist: 


tanevtV—1 
tang Pr 2 1— tanz 1FtangwV —1 


man immer hat: 


Nun sind die Brennpuncte eines Kegelschnittes solebe Puncte, welche 
die Eigenschaft haben, dafs wenn man die Richtung der beiden, durch 
einen solchen Punet gehenden Tangenten des Kegelschnittes bestimmt, 
man für die trigonometrischen Tangenten der Winke!, welche diese Tan- 
genten mit der ersten Axe, und folglich mit jeder beliebigen geraden Li- 
nie, bilden #yY—1 erhält. Auf gewisse Weise kann man also sagen, 


‚dafs jede durch den Brennpunct gehende (imaginäre) gerade Linie eine 
Tangente des Kegelschnittes ist.’ 


©) Anal. geom. Entwicklungen. Zweiter Band. II. &. 1. 
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2. Die im dem Vorstehenden aufgestellte Definition der Brenn- 
puncte scheint mir die einzig allgemeine zu sein. Um das Imaginäre in 
der Aussage derselben zu vermeiden, können wir dieselbe auf mehrfache 
Weise geometrisch umschreiben *). Wir wollen hier dieselbe Definition 
auf beliebige algebraische Curven ausdehnen. 

Derjenige Punct in der Ebene irgend einer gegebenen 
algebraischen Curve, welcher die Eigenschaft hat, dals zwei 
durch denselben gehende Tangenten der Curve mit einer 
beliebigen geraden Linie Winkel bilden, deren beide trigo- 
metrischen Tangenten +yY—1 sind, heilst ein Brennpunct 
der Curve. 

3. Wir wollen irgend eine solche Curve betrachten, an welche 
sich, von einem gegebenen Puncte aus, im Allgemeinen, n Tangenten legen 
lassen. Diese Curve können wir alsdann durch die allgemeine Gleichung 
des n“" Grades zwischen den Linien-Coordinaten zo und v darstellen. 
(w und © beziehen sich bekanntlich auf irgend eine beliebige Tangente 
der Curve, (—w) bedeutet das Segment, das diese Tangente von der 
zweiten Coordinaten-Axe abschneidet, (—v) die trigonometrische Tan- 
gente des Winkels, welchen sie mit der ersten Axe bildet). Diese Glei- 
ehung sei, indem wir rechtwinklige Coordinaten- Axen voraussetzen und, 
der Kürze wegen, das Aggregat aller Glieder, welche zw enthalten, in das 
Symbel (©) zusammenfassen, folgende: 

1. + 
Un den Anfangspunct der Coordinaten in irgend einen Punet (y, x) zu 
verlegen, brauchen wir blofs 

mt w—xv—y**) 
zu vertauschen. Die resultirende Gleichung hat alsdann dieselbe Form. 
Sie sei folgende: 

Wenn wir in dieser Gleichung v =0 setzen, so: verschwindet blofs 
N’, und zur Bestimmung der Richtung der durch den neuen Anlangspunct 
der Coorilinaten gehenden Tangenten der gegebenen Curve erhalten wir 
folgende Gleichung: 


Eutw. 2ter Rand. $. 64. 
Entw. 2ter Band. $, 40; 


N 
| 
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Setzen wir in diese Gleichung tY —1 für v, so erhalten wir, wenn 
die Gleichung befriedigt werden soll, indem wir einerseits die imaginären, 
andrerseits die reellen Glieder annulliren, folgende beiden Bedingungen: 

4. 1—-U+E— ....=0(0, 

5. 
Diese beiden Gleichungen müssen also, der Definition der Brennpuncte ge= 
miülfs, befriedigt werden, wenn der neue Anfangspunct ein Brennpunct sein 
soli. Die einzelnen Glieder in den letzten Gleichungen erhalten ihre geo- 
metrische Bedeutung aus der allgemeinen Theorie der Gleichungen. Dena 
bezeichnen wir die 2 Wurzeln der Gleichung (3.) durch 

so ist behanntlich 


D' 

gleich der Summe dieser Wurzeln, 

Zr gleich der Summe der Producte je zweier dieser Wurzelo, 
D' 


vorausgesetzt dals wır alle Wurzeln mit entgegengesetzten Zeichen nehmen. 
Für =3 reduciren sich die beiden Gleichungen (4.) und (5.) auf 
6. =0, 
B-D= 0; 


für n=& auf: 


9, -D=0, 
Die Gleiehungen (6.) und (7.) sind identisch mit: 
10. 1— vw, 4+v,v,) = 
und die Gleichungen (8.) und (9.) mit 
3. vv +, +, — +V,v,V)= 0. 
Die vier letzten Gleichungen ändern sich nicht, wenn wir die Zeichen der 
verschieden markirten v alle ändern. Indem wir diese v aber negativ 
nehmen, bezeichnen dieselben die trigonometrischen Tangenten der Win- 
kel, welche die durch den neuen Anfangspunet gehenden, die gegebene 
Curve berührenden geraden Linien mit der ersten Coordinaten-Axe bilden. 
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4. Wenn aber, ganz allyemein, 
Winkel sind, zu welchen als trigonometrische Tangenten' 
gehören, so: ist 
| | | B—- —. 


BC DEF 
wenn 73 w. die obige Bedeutung haben. Dieses 


Resultat ergiebt sich auf dem Wege der Induction ohne alle Mühe, und 
ist auch schon von Joh. Bernoulli mitgetheilt worden ?). 

Hiernach stellen sich die in der vorigen Nummer enthaltenen geo- 
metrischen Beziehungen sehr einfach dar. Die Gleichungen (4.) und (5.) 
sind nemlich mit folgenden beiden gleichbedeutend: 


m 


= 
wenn m eine ganze und gerade Zahl bedeutet. Die erste dieser beiden 
Gleichungen sagt allein für sich aus, dafs die Summe derjenigen Winkel, 
welche die z durch den neuen Anfangspunet der Coordinaten schenden 
Tangenten der Curve mit der ersten Axe bilden, gleich (72 +1) rechten 
Winkeln ist, die zweite Gleichung, für sich allein genommen, dafs dieselbe 
Summe gleich m rechten Winkeln ist. Da wir für den Winkel, den eine 
gerade Linie mit der ersten Axe bildet, einen positiven und einen nega- 
tiven nehmen können, deren arithmetische Summe gleich = ist, so kön- 
nen wir, ohne der‘ Allgemeinheit Abbruch zu thun, in den letzten beiden 
Gleichungen » =0 setzen, so dafs dieselben in folgende übergehen: 

5. tw = 

16. tw, -w+....+w 

5. Nun sind zuvörderst zwei Fälle zu unterscheiden, I. kann n 
eine gerade und 2°. eine ungerade Zahl sein. Im ersten Falle er- 
halten wir, wenn wir die 2 Winkel, welche jene v durch den neuen An- 
fangspunct gehenden Tangenten mit der zweiten Coordinaten -Axe bil- 
den, durch. u. 2. 
bezeichnen, nach einander aus: den beiden: vorstehenden Gleichungen 

+3 +... oder = 0. 


*) Opera T. II. n.cxxvır.. 
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Diese beiden Gleichungen sind also keime andern als die bezüglichen 
Gleichungen (15.) und (16.), selbst wenn wir alle Winkel statt von der 
ersten Axe an, son der zweiten Axe an rechnen. Zu demselben Re- 
sultate Kommen wir auch auf anderm Wege. Wenn wir z.B. die beiden 
Gleichungen (12.) und (13.) durch das Product v, v, dividiren, so 
komnit: 


| ıı 1 1 1 

tt 


Diese Gleichungen sind keine andern 4 die ursprünglichen, wenn wir in 
diesen an die Stelle der Tangenten Cotangenten setzen. 


Wenn zweitens z2 eine ungerade Zahl ist, so verwandeln sich die 
Gleichungen (15.) und (16.) in folgende: 

+9. +9 +9, = 0, 

+...+9, = 
und man sieht. dafs diese Gleichungen wiederum keine andern sind ‚„ als 
die ursprünglichen, wenn wir die Ordinaten-Axe mit der Abscissen- Axe 
vertauschen. Aber hier stiinmt die erste der neuen Gleichungen mit der 
zweiten der alten, und die zweite von jenen mit der ersten von diesen 
überein. Dasselbe finden wir bestätigt, wenn wir z.B, die beiden Glei- 
ehungen {10.) und (14.) durch v, v, v, dividiren, wonach 


10. a. 
1 1 1 1 


kommt. 


Der neue Anfangspımet der Coordinaten ist durch die beiden Glei- 
chungen (4.) und (5.) bestimmt. Jede dieser Gleichungen für sich stellt, 
wenn wir die Coordinaten desselben, y und x, als veränderlich betrach- 
ten, eine Curve dar, und jeder Durchschnitt dieser zwei Curven kann für 
den neuen Anfangspunct genommen werden, und ist also ein Brennpunct 
der ursprünglich gegebenen Curve. 


Die Gleichung (5.), die wir zuerst betrachten wollen, steigt, wo- 
von man sich leicht überzeugt, in Beziehung auf yund x, im Allgemei- 
nen, bis zum x" Grade. Sie ist die Gleichung des geometrischen Ortes 
für diejenigen Puncte, durch welche solche z Tangenten der gegebenen 


| 12. 
| 1». 
) 
. 
| | | | 
16) 
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Curve gehen, welche mit der ersten Axe Winkel bilden, deren Summe 
gleich Null ist. Diese Curve geht also durch die Brennpuncte der gege- 
benen Curve n'“ Glasse. Nach den beiden ersten Nummern thut dasselbe 
jede andere analoge Gurve 2” Ordnung, wenn wir die erste Axe beliebig 
ändern. Denn wenn der Anfangspunct einer der Brennpimcte der gege- 
benen Curve 7" Glasse ist, so ändert diese Curve die durch das Zusam- 
menbestehen der Gleichungen (4.) und (5.) bestimmte Form ihrer Glei- 
chung auch dann nicht, wenn man das Axen-System bekebig um den An- 
fangspunct der Ceordinaten sich drehen lälst. 

Die Gleichung (4.) stellt unter den gemachten Voraussetzungen eine 
solche Curve 2‘ Ordnung dar, dureh deren jeden Punet solche 2 Tan- 
genten der gegebenen Curve n'" Classe gehen, welche mit der ersten Axe 
n Winkel bilden, deren Summe gleich 3 ist. Wenn 2 eine ungerade 
Zahl ist, so können wir dieselbe Curve dadurch bestimmen, dals wir sa- 
gen, die Summe der Winkel, welche jene z Tangenten mit der zweiten 
Axe bilden, sei gleich Null. Alsdann erhalten wir eine solche Curve, welche 
unter den früher bezeichneten Curven 2" Ordnung schon vorkommt. 
Wen aber n eine gerade Zahl ist, so ist diefs nicht der Fall, und wir er- 
halten, wenn wir nach und nach der ersten Axe alle möglichen Richtun- 
gen geben, unendlich viele neue Curven nr” Ordnung, welche sich einander 
in den Brennpuucten der gegebenen Curve Classe schueiden. 

’. Wenn wir zusemmenfassen‘, erhalten wir also die nachstehen- 
den Kesultate. 

I. Der geometrische Ort für solche Punete, welche 
die Eigenschaft haben, dals dieSumme der Winkel, welche 
die durch jeden derselben an eine gegebene Curve 2" Classe 
selegten z Tangenten mit einer gegebenen geraden Linie 
bilden, gleich Nuli ist, ist eineGurve a" Ordnung. Wenn wir 
nach einander der gegebenen geraden Linie alle möglichen 
Richtungen geben, so erhalten wir solcher geometrischer 
Örter unendlich viele. Alle diese Örter schneiden sich, im 
Allgemeinen, in n’Puncten, den Brennpuncten der Gurve 
Classe. Durch zwei jener Örter sind diese Brennpuncte 
also völlig bestimmt. Diese Bestimmung geschieht in dem 
Vorstehenden durch die Zusammenstellung der beiden Glei- 
chungen (4.) und (5.)ıu demFalle, wo rz eine ungerade Zahl ist. 
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ii. Der geometrische Ort für solche Puncte, welche 
die Eigenschaft haben, dafs dieSumme der z Winkel, welche 
die durch jeden derselben an eine gegebene Curve 2“ Classe 
gelegten z Tangenten mit einer gegebenen geraden Li- 
nie bilden, gleich 5 ist, ist eine Gurve 2" Ordnung. Wenn 
wir nach einander der gegebenen geraden Linie alle mög- 
lichen Richtungen geben, so erhalten wir solcher geo- 
metrischer Örter unendlich viele, die aber nur dann von 
den unter 3. bestimmten verschieden sind, wenn n eine ge- 
rade Zahl ist. Diese neuen Örter gehen alsdann ebenfalls 
durch die n° Brennpunete der gegebenen Curve n“ Classe. 
Diese n? Brennpuncte sind durch irgend zwei jener neuen 
Örter vollständig bestimmt, oder auch — wie in dem Vor- 
stehenden, in dem Falle, dafs zn eine gerade Zahl ist, durch 
die Zusammenstellung der Gleichungen (#.) und (5. )— durch 
einen der neuen und einen der unter I. bestimmten Örter. 

8. Eine Curve 2" Classe hat, im Allgemeinen, zwar n* Brennpuncte. 
Diese Anzahl redueirt sich aber in besondern Fällen. Das Gesetz stellt 
sich hierbei sogleich heraus. Es kommt nemlich auf die Potenz an, io 
welcher 2 in der Gleichung der Curve zwischen den Linien - Coordinaten 
w und v vorkommt; oder geometrisch ausgedrückt, nach der Zahl der 
Tangenten, welche sich, parallel mit einer gegebenen geraden 
Linie an die Curve legen lassen, Giebt es solcher Tangenten, im Allge- 
meinen, 72, so giebt es m* Brennpuncte. Eine Curve zweiter Classe, im 
Allgemeinen, hat vier Brennpuncte, eine Parabel insbesondere nur einen 
Brennpunct. Kine Curve dritter Classe hat neun, vier, oder nur einen 
Brennpumet u. s. w. 

0%, Ich will als Beispiel die Curven dritter Classe nehmen und für 
die allgemeinste Gleichung derselben: 
+ yo’ + Levw nv” HSV — 
Wenn wir den Anfangspunet in irgend einen Punct (y, x) verlegen und 
demzufolge (vw — av—y) für w schreiben, so kommt: 

a — Be 
+ 
+ßery’ 


| 
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indem wir alle mit zo behafteten Glieder durch Q bezeichnen. Zur 
Bestimmung der Brennpuncte erhalten wir hiernach folgende beiden 
Gleichungen : 
Wir erhalten also im Allgemeinen neun Brennpuucte. Diese Anzahl re«- 
dueirt sich auf vier, wenn 
und auf eins, wenn zugleich: 

wobei die gegebene Curve immer noch von der dritten Ciasse bieibt. 

Bonn, im März 1832, 


12* 
- 
j 
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6. 
Über die Integration der Gleichung = 
(Vom Herrn Prof. MH. F. Scherk in Halle.) 


Dass diese Gleichung durch Reihen überaus leicht zu integriren ist, weils 
Jedermann. Nicht so bekannt scheint zu sein, dafs die unendlichen Rei- 
hen, auf welche man hierbei kömmt, und deren Anzahl der des Grades z 
der gegebenen Gleichung gleich kömmt, durch bestimmte Integrale sum- 
mirt werden können, so dals das Resultat eine Summe von r einzelnen 
bestimmten Integralen ist, die noch überdies in einer schr einfachen Be- 
zwhung zu einander stehen. 


. 
Setzt man nemlich «+ = yv, so hat man = vy; wenn 
daher y'*= 2" angenommen wird, so geht die gegebene Gleiehung in 
5 = vy über, so dafs man blofs die Gleichung 
l. 


zu integriren hat. Es sei nunmehr 
2. + Ar" + etc, 
so erhält man, wenn man sieh der Gaufs’schen Function Il bedient, 
für welche 
und 


für jeden beliebigen Werth von z ist, zur Bestimmung der Coeffieienten 
A, A, die Gleichungen 


A, = 0, 
— 


Wird hierin nach einander = r+1, 3n 45, gesetzt, so 
ergiebt sich, da 4, =0 ist, 
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Ferner ist, wenn k<r, A, unbestimmt, und 


k+1 


u 


5, ky 


k* II A, 
Nun kann aber, in Folge der Gleichungen (4.), y in 2 einzelne Reihen 
6. y = 

zerlegt werden, wo 


A, 


ist, in welchen die Coefficienten jeder einzelnen Reihe durch die Gleichungen 
(5.) mit einander verbunden sind, Betrachten wir zu dem Ende die allge- 


meine Reihe A,, so ist diese, wenn 3, anzeigt, dafs dem r alle möglichen 
ganzen positiven Werthe beigelegt, und die Resultate addirt werden sollen: 


I 
Es ıst aber 


8. Dr+ktr =(n +1) 1.m m-er—1], 

vrenn Kürze halber -. = m: gesetzt wird. Wird nun die Function D 

durch die Gleichung bestimmt 


9. m.m+-1l.m +2 m-r—1 


so hat man auch 
m.m41.m = 
= (m+r)@(m+r— 1). 
Die Function: $ leistet also der Gleichung (2.) Genüge, so: dafs: 
Pr) = b II, 


folglich 
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wo DB eine von 2 unabhängige Constante ist. Nun aber ist bekanntlich 
(siehe z.B, Gauls: Disguisitiones generales circa serien infinitam etc. 


$. 28.): 


wenn rn eine beliebige positive Zahl ist. Da dies in unserm Kalle für 
k 
mtr = — tr immer Statt findet, so haben wir 


Setzt man also hierin r=0, so hat diese Annahme auf die Constante 
keinen Einfluß, und folglich erhält man aus (9.); 


f 


oder, wenn für sein Werth restituirt wird: 


/ e"du 

4 
wenn, Kürze halber, 1)u=z, und z He Z gesetzt wird, 


Wird dieses Resultat in (7.) substituirt, so hat man 


4; Zröz 


/ VAR z 
o 


10. R; = S 


Für die in den Klammern stehende unendliche Reihe läfst sich aber sehr 
leicht ein geschlossener Ausdruck angeben. Denn nennt man sie S, so 


hit man 


Il; + + II + 


das Integral dieser Gleichung ist aber, wie bekanat: 


wo !=yz, und 1,2, .... die Wurzeln der Einheit anzei- 
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gen. Zur Bestimmung der 2 +1 Constanten €, C,,.... €, bemerke man. 
dafs für z=0: 


ots 0" 8 


Differentürt man also die Gleichung (11.) 2 mal nach einander, und setzt 
nach jeder Diflerentiation x so hat man 
G+..F+ 
C+ + C, +...+ C, — 
C+ er + 
—=0, 
Wird nun .... angenommen, 
werden dann die n— %k letzten von den obigen Gleichungen zuerst ge- 
schrieben, und lüfst man ihnen die 7 --1 ersten derselben folgen, so neh- 
men sie, da g*'=1 ist, folgende Gestalt an: 


D+eD 
D+ED, +8 D, +... D,= 0, 


= 0. 
Diesen Gleiehungen leisten aber oflenbar die Werthe 
Ds D = = 


Genüge; demnach ist 
Wird also für die Reihe in (10.) ihr Werth $ aus (11.) gesetzt, a di 
Constanten die so eben gefundenen Werthe beigelegt, so hat man 


Il; e‘ [x ee’ ix 


Hierbei ist Z= und "=z, folglich 


pn 


= (n-+1) 
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uud demnach, wenn die Constaute 
Il; . 4 
/ 20: 
v 


gesetzt wird: 


— 
2 Ri = e + + ak Ares 4 rh | . 
i 
Hieraus folgt 


vu 


wo 


13. er‘ 4 e* er’ ix + + 
folglich 


Ix 3 gotx 6 _ 
tete", 


_ 


+ 
4 
o 
» 


folgt, in welchem Ausdrucke B, B,,.... B,_, die z willkürlichen Con- 


stanten der Integration sind. Aus % können natürlich die imaginären 


Ouantitüten sehr leicht herausgeschaflt werden, und man findet, wenn 

— — = gesetzt wird, leicht für ein ungerades n: 

zu gesetzt wird, g 

— 0 Lx sin w) + gos(tottz sin +... 


hingegen für ein gerades n: 


und daher ıst 
| woraus endlich 
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nıw 
1x 608 — 


cos(nw+trsin 
Den Fall, wo hat Lionville in Gergonne's Annalen, Novbr. 
1830, nach einer, mit der hier angewandten im Wesentlichen übereinstim- 
menden Methode behandelt. Für 1 hat man 


ER: 

— t 
Bf e te"), 
oder, wenn f=uy—1 gesetzt wird, 

« 


Nun hat aber Laplace vezeist (Theorie analyt, des prob. pag. 9. H.), 


x» 


vos 


dafs / = —— Yr; folglich ist, wenn = ange- 


nommen wird, = By wie sich durch die directe In- 

tegration der Gleichung B = == .ry ergiebt. In der That hat auch La- 

place seinen eben angeführten Satz ohne Einmischung der imaginären 


Ouantitäten vermittelst der Gleichung 


= bewiesen, 
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Nachrichten von Büchern. 


Dans ce qu’on va lire je vais essayer de donner un apercu d’un ouvrage, dont j'ai 
eoncu la premiere idee dans les momens de loisir dont je jouissois l’Et& dernier (1832). 
Mon intention fut d’abord de le faire paraitre dans les premiers mois de 1833, mais 
jai du y renoncer, en me soumettant, pour le moment, A une n£cessite impe£rieuse, 
qui ne me permet pas de donner le fini a mon travail. J’espere cependant que la 
publication ne sera pas retard&e trop longtems. 

Newton, par son Enumeration des lignes du troisiöme ordre, a fait un pas 
immense dans la science des courbes, en r@unissant sous un meme point de vue un 
grand nombre de courbes, qui aflectent des formes tres differentes. Euler en s’occu- 
pant de la matiere dans son Introduction reproche a l’Enum£ration de New- 
ton, que le nombre des especes pourroit a volont& &tre augment‘. Aussi a-t-on 
ajout© aux 72 especes de Newton quelques autres. Mais Euler en regardant exclu- 
sivement les branches infinies, &lude la difficulte sans l’aborder. Les especes de New- 
ton se rangent ralurellement dans les genres, en moins grand nombre d’Euler; le 
m£rite de cet illustre geometre est d’avoir expos@ une theorie et tres Alegante 
des branches infinies. Le premier bat que je me propose, et ce qu’on n’a pas tentk 
jusqu’ici, c’est de trailer les courbes du troisieme ordre de maniere que le caractere 
de chaque espece parliculiere se pr@sente aussi netlement, que cela a lieu par rap- 
port aux sections coniques. Je vaıs indiquer Ja marche que je suis pour y parvenir. 

A. lV’equation gencrale du troisicme degre entre les deux variabies y et l’on 
peut donner la forme suivante: 

l. pgartus=0, 


en designant par p, q, r et s des fonclions lineaires de la forme (y-J-ax—+b) et par 
je un coeflicient constant. Deux des trois premieres de ces fonctions lindaires peu- 
vent eire imaginaires, mais leur produit est toujours reel. Il n’y a qu’un seul cas 
d’exception ; dans ce cas il faut substituer au produit, gr par exemple, une expression 
de la forme: (9? — vr). Je prendrai done l’equalion (4.) pour l’Cquation gentrale des 
courbes du troisieme ordre. 
Les quatre @qualtions suivantes 
| r=0 :=0, 

representent quatre lignes droites, «qui evidemment ont un rapport intime avec la courbe 
representce par l’Öquation (}.). En effet, cette equation-gi est satisfaile si l’on pose 
simultanement: 


a 


p=0 et 
et 


ce qui fait voir que les trois premitres lignes droites, que je designerai par PP, OO 


et RR, ne rencontrent la courbe chacune qu’en nn seul point (les deux autres points 
d’intersection “tant situes a Vinfini) qui se trouve sur la quatrieme ligne droite, que 
je nommerai Ainsi la forme de l’&quation (1.) renlerme le theoreme connu, 
qu’une courbe du troisieme ordre est coup©e par ses trois asymptotes en trois points 
situes en ligne droite. 

En partant de l’equation (1.) les axes des y et des x, qui etant choisis arbitrai- 
rement, apportent dans l’equation de la courbe des relations tout a fait etrangeres A sa 
nature, sont remplaces par les quatre lignes droites PP, O0, RR et 55. Les droites 
etant donndes, pour dÖterminer completement la courbe, il suffit de connoitre le coef- 
ficient #, ou, ce qui reyient au meme, un point quelconque de la courbe. Les diffe- 
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rentes especes des courbes du troisitme ordre d“pendront ainsi, d’une part de la po- 
silion reciproque des quatre droites en question et d’autre pait de Ja position d’un 
point quelconque de la courbe par rapport ü ces droites. Toutefois en suivant Ia 
inarche ainsi indiquee, l’on renconire des difficultes , inherentes la nature de la 
question, Pour les surmonter nolre point de vue doit ätre la construction möme de 
la courbe d’apres les donnces ci-dessus; car, d’apres moi, la discussion analylique n’est 
ni elegante ni assez facile, tant qu’elle ne peut ätre suivie pas a pas dans la construc- 
tion. Je profite de cette occasion pour faire sentir l’esprit de notre m£ihode gendrale 
de demonstration, appliqude un cas tout particulier. 

A l’equation generale (1.) des courbes du troisicme ordie Von peut donner la 


en designant par une quanltıte coustante quelcongne, Pour satisfaire cette equa- 
tion, l’on n’a qu’a poser simultanement 

3.  gr+ x 0, 

4. 0, 
La premiere de ces deux equations, restant indÖtermind, ropresente une hyperbole 
quelconque ayant deux asymptotes de la courbe ü construire, savoir les droites 00 e! 
RR, pour les siennes. L’equation (4.) est celle d’une liene droite pässant par le point 
d’intersection de la troisieme asymplote PP et de la droite SS, Les deux inlersec- 
tions de cette ligne droite (4.) et de U’'hyperbole (3.) appartiennent &galement \ la courbe 
representle par ’equation (1). ‚Donc une de ces intersections &tant donnle, lautre 
s’obtient immediateıment par le theoreme generalement connu, que les deux interseclions 
d’une ligne droite quelconque avec une hyperbole sont \ Öeales distances de ses inter- 
sections avec les asymptotes de la courbe. De la rÖsulie un tracı des courbes du 
troisiöme ordre par points, extrömement facile et pour ainsi dire le m&ıno que celni 
d’une hyperbole dont un point et les asymptotes sont donndes, En eifet, soient PP, 
O0 et Ri: les trois asyınptotes de la courbe A construire, coupees par elle dans les 
trois poinis p, qetr, situes en ligne droite, et soit de plus 7 un point de la courbe 
&salement donne. Menons pH rencontrant et RR resp. en prenons 
sur cette droite B=ANM. MM‘ sera alors un nouvenu point de la courbe A con- 
struire. En combinant les trois asyınptotes de mani£re difierenie, l’on obtiendra tan! 
de points de la courbe que on voudra, 

En general Von peut determiner trois points diflörens de manicte que cha- 
cun d’eux orcupe en meme tems le milieu de trois segmens dont chacun est inter- 
cept? par un couple dasymptotes sur la ligne droite passant par le point en que- 
stion et l’intersection de la courbe avec la troisieme asymptote, Dans un tel point 
trois cordes de la courbe construire sont divisces en deux parties Egales. Je Vai 
nomm& centre de la courbe. Une courbe da troisiöme ordre a done en gencral trois 
centres. Les trois asymptotes et l’un de ses centres &tant donnds l’on obtient de suite 
et lineairement ses intersections avec les trois asymptotes, Si la courbe a un point 
double (veritable point double ou point cAnjuge), ce point est l’un de ses trois cenires; si 
elle aun point de rebroussement, deux de ses centres coincident avec ce point singulier. 

Done, en röcapitulant, pour distinguer les differentes especes des eourbes du 
iroisicme ordre, l’on considerera d’abord ia position des irois asymptotes (PP, OO, RR\ 
ou ce qui revient au meme, la nalure des branches infinies, eı ensuile, soit Ja position 
de la droite SS, soit celle des trois centres. Alors il ne restera plus, que d’avoir 
egard la position d’un seul point de la courbe. (es dernicres considlrations indique- 
ront en g&neral treis eourbes, ayant chacune un point double, comme courbes limites 
entre des courbes de formes difiÖrentes. | 

De Y’equation (1.) on peut deduire, en oprant de la möme manilre, comme 
je fait plus haut, d’autres construclions non meins simples. Jiverses eonsiruc- 
tions avec des modifications, qui se presentent d’elles m“mes, sont dsalement annlien- 


. 


bles au cas, ol deux des trois asymploles deviennent immginaires ou Seloiznen! a 


- 
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Eofıin peut donner ä "öquation generale du troisieme ordre d’autres for- 

mes aussi sinples que celle de l’©quation (1.). J’en citerai les deux suivantes 

3. pgrtus® =0, 

6. 
De ces “uyualions derivent imınediateınent une fuule de proprietes curieuses des cour- 
bes en queslion, et une serie de constructions g@ndrales et faciles de ces courbes, qui 
ne le c@den! en rien, a celles g’on deduit de l’&quation (l.). Je ıne contenterai d’enon- 
cor tes deux theoreımes suivans, qui resultent de la forme me&me de ces &qnations. 

li y a en general quatre tangentes « une courbe dw troisieme ordre paralldles «a 
Uune de ses asymptotes, de maniere qu'’on obtient douze tangentes paralleles aux trois 
asymptotes. Les douze points de contact sur ces tangentes sont situes, lrois a trois, 
sur seize droites, dont quatre passent par chaque point. 

Une courbe du troisiöme ordre a irois points d’inflexion situes en ligne droite. 

Ce dernier ih&oreme est connu; le premier peut genfralise, en substituant 
aux asyınploles des tangentes, 

‚tat actuel de la science exige qu’ü co!e de l’önumeration des courbes du 
troisicme ordre soit placce celle des courbes de la m&me ciasse. Dans ceite partie 
de mon travail je me trouve sur un terrain tout-A-fait nouveau. J’ai adopte avec 
eımpressement la nouvelle classification des courbes d’apres le nombre des tangentes 
issues d’un meme point. En exprimant les courbes d’une classe quelconque par des 
equations, je leur ai donne, pour ainsi dire, une existenre analytique et ind&pendante 
d’autres courbes. Leur theorie analytique est absolument la ineme que celle des cour- 
bes du möme ordre. Mais linterpretation geometrique des expressions analytiques 
ayant changte, des considerations nouvelles sont exigees. Aussi ai-je rejeltd 
ration des courbes de la troisicme classe, qui d’apres le principe de r£ciprocite (dualite) 
repondroit ü celle que j’ai exposee plus haut. Je l’ai remplacee par une autre, relative 
& la position des trois points de rebroussement d’une telle courbe et du point d’inter- 
section commmune des trois tangentes en ces points; je l’ai fondde, en d’autres terımes 
non sur une €quation de la forme (1.) mais de la forme (6.,. 

Ce n’est qu’apres avoir tire de l’ranalyse, tant qu’il etoit dans mon pouvoir, tous 
les resultats, relatifs aux courbes du troisicme ordre et de la troisieıne classe et re- 
marquables par leur simplieit®, quelquefois inatlendue, que je m’cleve ü la discussion 
generale des courbes alg@briques. Je la passe sous silence ici en me reservant de 
pr“senter dans ce Journal une serie de rösultats generaux. 

Toutes les recherches dont il a &t& question jusqu’ici, renirent, au fond, dans 
les möthodes exposdes dans les deux volumes de mes „Diüveloppemens,” quel perfec- 
tionnement d’ailleurs qu’aient obtenu ces müöthodes. Mais ces memes recherches m’out 
sugger‘ des ides, qui me font regarder la geometrie analyligue sous une face nou- 
velle. Je n’en dirai rien ici, la bienvaillance de l’editeur accordera quelques pages 
du cabier prochain it une analyse rapide de cette parlie de mon travail, a laquelle je 
rattäache le plus d’interet. C'est elle, qui m’a perinis de mettre a la tete de l’ouvrage 
a publier: „„Systöme de geometrie analytique. 

Berlin au mois de Janvier 1333. 
Plücker, 


Druckfehler im &. Hefte des 9. Bandes. 
Seite 411. Zeile 13. statt „einer durch den Durchschnitt jener” lies „der dureh die 
Berubrungspunete auf jenen” 

— — 2. statt „ein und denselben . . . . . verbindet” lies „den Durch- 
schnittspunct der Taugenten in jenen beiden erstea W inkelpuncten 
des eingeschriebenen Sechsecks” 

Die angeführten „allbekannten Sätze” sind die vom umschriebenen und ein- 
geschriebenen Viereck, welche die obige Berichtigung sogleich mit sich bringen. 
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8. 


De transformatione et determinatione integralium 
duplicium commentatio tertia *). 
( Auct. Dr. C. G. J. Jacobi, prof. mathem. Regiom, ) 


De substitutione 
m cosp 
V (mm cos? p+nnein’g cos’ + pp sin’)? 
n sinip cos ab 
V (mmcos’ g+ nn sin” p cos’w--pp sin’ p sin’ w)? 
p sin p sin 
V (mm cos? w sin? op cos? v--pp sin?’ p sin’ w)” 


cosr = 


sinncos$ 


sinnsind — 


1. 


Expressio generalis elemenii superficiei sphaericae. 


Ponamus, x, y, x designare coordinatas orthogonales puneti in sn- 
perlicie sphaerae positi, cuius centrum initium coordinatarım et cuius ra- 
dus = unde ze +yy+zz=1. porro elementum superfieiei 
sphaeriae, notum est, dS per binas e variabilibus x, y, z exprimi hune 
in modem: 


02) 


Idem elementum, posito 
c=cosn, y=sinycos9, z=sinysiny, 


notum est fieri 
2. dS = sinndndY. 


Ut expressionem generalem elementi superliciei sphaericae obtinea- 
mus, supponamus, datis variabilium 9, tribus funetionibus quibuslibet 
v, w, fieri coordinatas puneti in sphaera positi: 


*) Commentationes primam et secundam videas vol. II. pag. 23#, vol, Vlil. 
pag. 259., 321. 
Creile'’s Journal d. M. Bid X. Hit. 2. 14 


_ 
sive: 
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"TV + ww)? I ww)’ "TV 
ac quaeramus, quomodo per variabiles 9, exprimatur. 


Ac primum observo, e nota theoria transformationis integralium 
duplicum formulam (1.) statim suppeditare: 


dy dz _dy 
dydw dwywdg 
dx dz dx 


Ic dy dx dy 
dp dw 


Tribus illis formulis resp. per x, y, z multiplicatis et additis, provenit: 


[27 dz dyd = da dz = dy dz dy|\ 
dS — — — — — — — — — ( 
3 dp dıy dy dp Y dp dy dy dy dp dw dıy dpdy 


Substituamus in hac formula loco x, y, z fractiones 
t 
expressio ad dextram aequationis ea singulari gaudet proprietate, «quod 
post substitutionem factam dilferentialia partialia denominatoris £ in ea non 


inveniantur; sive generaliter erit: 


dy dz dy dz] dz dx dz dx dx dv dx dy] 
4. — — — —I — —— — +2|-- = — — 
dp dw dıy dp dw dp dp dp dıy dıy dep. 
dp dw dv dp dw dy dp dp dıy dıp 
Fit enim: 
1 | dv du) 
dp dp dep 
dz „dv dw dı 
dx dz AL du dw 
"dp "dp ul dp dp)’ 


evanescentibus terminis ın ductis. Quibus aequationibus multiplicatis 


resp. per 
dz 1 dw w dt dx 1 du u dt dy__1 dv v di 


— — 


dv tt dp’ dw dw tt dw 

et additione facta, termini etiam in 35 ducti evanescunt, unde formula (4.) 
provenit. 


Y { dg dy dv dp ad 
_ 
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Collatis (3.), (4.), ac posito 
tt= ww, 
iam videmus, siguidem statuamus: 


u v [27 
ww) V(utvvtww)? 
designantibus u, v, w tres functiones quaslibet variabilium ©, y, fieri 


‚ sinncos#= siny sın 


elementum superficiei sphaericae: 
5. dS = snrdnd® = 


(| die dv | = du dw u dv du 
dv dw dp dep day du dg dp dw daD 


uu--vv-- ww]? 


Quae est expressio quaesita, 


De substitutione 
m cos p ER n sın cos . p sin sın 


Formulae generalis (3.) faciamus applieationem ad casum simplieissimum, 


u= mecosf, w=psindsin.), 
sive 


cs = 7 
V cos +nn Ssın (f w0S v--pp sın“ 


n sin 


V(inmcos’ nn sin* cos’Ww-H pp sin’ g sin’)? 


siny = 


psin p sinn 


V nn sin’ cos’ ppsin‘ sin? ap)? 


Ono cası dacile patet, formulam (5.)} in hane abire: 


mnp sinp dy dw 


sin dy dS —, 
Im m cos’ nn sin’ p cos’ pp sin’ sin? 
Ad quam etiam pervenitur, adhibendo substitutiones alteram post alteram: 


== ver tanıy = 
V|lmm-+ (nn cos’w+-pp n 
quae cum antecedentibus conveniunt, atque factie suppeditant: 
mnpsinp de npsinydn dw 
g \ [m mcos’p-+ nn sin’ cos’ pp sin?’ sin? 


npsinndn dw 
nn cos’ pp sin’ w 
Ouae iunctae formulam (7.) suggerunt. 

Exprimamus vieissim sind cosy, sin@ per cosr. 


sinndnd2. 


sinzcosS, sinnsin®. Sit brevitatis cuusa: 
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R= mmco®’® nn sin’® cos’) + pp sin?® sin’ 
e formulis (6.): 


zn COS 


con =’, sinnsind = 


VR YR 


Posito rursus brevitatis causa: 


+ sin’n cos’ sin?’ n sın? 
mm nn pP ’ 


9, RP 


sequitur 


unde: 


cos" sinn cos’ sinn sind 


Formulae antecedentes integralibus per substitutionem propositam trans- 
formandis commode inserviunt, 


3. 
Per substitutionem propositam zntegrale duplex 


N: Usinpydpdw 

(mm cos’p+ nnsin’ cos’ pp sin? g 

in guo U est functio rationalis par guantitatum cosQ, sin® cos sin 
semiper transformatur in aliud, in quo elementum forma rationali gau= 
det. Kacile enim patet, funetionem etiam per cos7, sinn cosS, siny 
expressam fore rationalem parem; unde integrale, in quod propositum 


transformatur, 
1 Tsinydn 
mnp cos” N 4 sin’n cos’% sin’n sin’ 


nn PP 


dietam formam habet. 
Quod attinet ad limites, sequitur e formulis supra exbibitis: 


cosN = $ —= 
V|mm-+ (nn cos’ sin? w)tang’g)? n 
. . 
et angulos 7, et angulos 9, simul erescere inde a O usque ad —. 


2 
Quoties igitur integrale propositum extenditur ad octantem sphaerae, sive 


ap=0, usque ad P= „v= ‚ etiam integrale transformatum 
ad octantem sphaerae extendi debet, sivea „=0, usque ad y= 

2 2 
9 


Hine sequitur, guoties U functio rationalis integra ipsarum cos? ®, 
cos’, sin’P integrale duplex 
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/f 
9 
[m cos’ pt nnsin’pcos®’w-t ppsin’psin’y] 


st 
integralia elliptica exprimi posse, guae ad speciem primam et secundarn 


pertinent, aut adeo algebraice. Integrale enim propositum constat e terminis 
2 28 2B 27 2y 


»cosp.sinp cosır. sin p sin w.sinp'dp dw 
an+ı 9 


ppsin’ psin?’ ® 
qui per substitutionem nostram in sequentes transformantur:: 


extensum a =0, usqgue add = semper «aut per 


1 
mat! + sin’n cos’ + sin’ 77 sin” 
mm nn pp 


Quae integralia inter limites assignatos sumta, quoties nZa+ß-+yY+1, 
algebraica fieri, Tacile patet; eo enim casu functio integranda integra eva- 
dit. Quoties vero @+ß+y+1>n, integratione prima secundum 
facta, ad integralia dueimur, «uae ad speciem primam et secundam inte- 
gralum ellipticorum revocari posse, constat. 

Ex his etiam facile sequitur, guoties R praeter guadrata ipsarum 
sin®’ cosy‘, sin®’ sind’ etiam produeta binarum contineat, atyue 
U designet funetionem earum quamlibet rationalem integram, integrale 


duplex IF sin p' dp! 
R 


ad totam sphaeram extensum, sive algebraice sive per integralia ellip- 
tica exprimi. Nam per transformationem coordinatarım integrale trans- 
formatur in aliud formae: 


Usinpydpdw 


quod et ijpsum ad totam sphaeram extenditur; unde e numeratore reiici 
possunt termini omnes, qui non e quadratis ipsarum sin@ 
sin® sin‘) conflantur, quippe qui, inter limites assignatos integratione Jacta, 
terminos evanescentes procreant. Quibus igitur terminis reiectis, Integrale 
formam supra assignatam induit, 


4. 


Per considerationes antecedentes facıle demonstratur theorema a (l. 
Cauchy olim propositum (Journ. de ’Ee. Polyt, cah. XIX. sur Tinie- 


Ar 
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des lineaires aux dijjerences partielles et a coefficiens 
ronstans p2.529.); videlicet, integrale «uplex 


B sin? 


ad totam RR extensum, fieri 


Farce), r[y( 2). sin? do 


unde posit6 


Fir)de = 
integro ve propositum: 
aa 
V(ABL 


Guod ut demeonstremus, sit 
Azmm, Cmpp, 
infegrale propositum per substitutionem nostram in hoc translormatur, 


Ouod, uti Woisson primum obseryavit, per transformatisnem eoordi- 
in abit; 


y( ). cos®' sın dv do 


P 


natarıım 


mnpw 
quod usqie ad 5’ = lormam indut, «ualem 
Cauchy proposuit, 

Vir esregius ad formulam assign: atam pervenit per apnlicationes sa- 
tis delicatas theorematis celeberrimi, quod a conditore Fourrier nomen 
traxit. Haece nostra methodus fortasse magis direeta videbitur; quae adeo 
transformationes suppeditat indefinitas, 


5, 

Ope substitutionis a nobis propositae facile etiam succedit areae 
eliipsoidae determinatio, quam primis methodis longe als dedit ill. Le- 
sendre in applicationibus functionum ellipticarum ad geometriam, quae 
in irereitiis caleuli integralis sive in Traetatu de functionibus ellipficis 
(vol. 1.) leguntur. Sit enim 


aequatio ellipsoidae, designantibus —, —, semiaxes; ubı ponifur 
m 
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ensm sin 

ya —, 
m ri n n ’ 

quod fieri posse patet et notum est, facile demonstratur, areae elemen- 


tum 


sin p 


Ouod ex ils, quae supra diximus, per angulos 7, $ expressum formanmı 
induit rationalem, atque bis integratum sine negotio per integralia elliptica 
exprimitur. Sunt autem cos7, sinn cos9, siny sind, guarum ope elemen- 
fum areae ellipsoidae rationaliter exprimitur, ipsi cosinus angulorum, 
ouos linea normalis in puncto superficiei ellipsoidae cum axibus eius 
Jormat. Quippe quos cosinus, ex elementis geometrieis notum- est, fieri: 


PP” 


sive per angulos expressos: 


V (m m cos’ cos’ pp sin’ sin’ w) 


n sin cos 


V\mm cos’ Sin? sin? ıp) 


== 


p sin p 
V (mm cos’ nn sin’ pp sin’ sin? y) 


— siny sinS, 
quod demonstrandum erat. 


Antecedentia paueis exemplis illustremus; in quibus, nisi aliud di- 
serte adiicitur, supponimus, integralia ad octautem sphaerae extendi, sive 


a9=0, ad v=-, ideoque etiam ay=0, ad 


st 


Exemplum I, 


II \mm nn sin’ p cos’ pp sin’ sin? 
6. 
Adhibita substitutione proposita, e (7.) frausformatur -/ in sequen- 
tem expressionem simplieissimam 


ydn 
m np 
ideoque integrationibus inter limites assignatos transactıs , 
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Ouem valorem Cl. Cauchy 1. c, deduxit e formula supra citata ($. 4.), 
functionem praefixo F denotatam ponendo constanti aequalem. Idem iam 
prius invenit ill. Lagrange (Mem. del’ Acad. de Berlin a. 1792, p. 261.), 


massam ellipsoidae quaerens, 


Exemplum Il, 


B = sing 


Dedimus $. 2. formulas: 
unde 
sinpdydw sinn 
Hinc prodit 
1 siny dnd% 
mnp sin?’2] cos’ ı? 4 sin’ü 
an PP 


Altera iniegratione secundum I transacta, statım fit: 


sondn 
sin’y cos?» , sin’n\ 


mm nn rP 
Ouod integrale ut in formam usitatam integralimn ellipticorum redigatur, 
distinguamus inter quantitates 72, p, ac statuamus m>nr>j. Quod 
pro arbitrio facere licet, Nam integrale duplex propositum valorem non 
mutat, quantitates 77, z, p, velquod idem est, quantitates cos sin® 
sin® Inter se permutando. Quod in valore invento ipsius 2 facile 
P 
demonstratur, Posito enim aut — tangr, aut —tangn loco tangr, unde 
1? 89 
limites non mutantur, transformationes casdem obtines, ac si aut 2 aut > 
cum commutentur,. Generaliter autem, quoties integrale duplex 
/ I (cos®, sin® sind) sin® dD 
ad oetantem sphaerae extenditur, in functione 7’ quantitates illas cosZ, 
sin? sin® quolibet modo inter se permutare licet, valore in- 
tegralis eodem manente. 


Ponamus: 


— 


mm nn n 
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quod licet, siquidem constans #x statuitur 


mm—nn 


‚ unde etiam «= 
mm— pp mm—pp 
Habetur simul: 
m sin — mcosw dw 
13. Vimm—pp)? sing = V(mm—pp)” 
Unde 
14 1 — apcoswdwdü 
mnp sin’ n cos’ sin” 7 sin” V (nm—pp) [pp cos’ 
mm an pP 
Ouoties fit cos quoties 7 = ft csv=1, w=(; 


unde limites respectu anguli erunt arc cos et 0. 


His adnotatis, invenitur 


J(w) 2/. V (mm cos’ sin’ w—pp)” 
sive e notatione ab ill. Legendre adhibita: 
z) 
2Y (mm —pp)’ 


mm—nn 
siquidem csw—=t, » =] ( 
\mm—pp 


8. 

Expressiones ipsius D per integralia simplicia, <uas antecedentibus 
dedimus, quamvis, quod heri debet, valorem non mutant, ipsis zn, n, p 
inter se perniutatis, forma tamen symmefrica respectu harum quantitatum 
von gaudent. Cuiusmodi formam habet expressio, quam e valore ipsius 
2 supra invento deducere licet per considerationes sequentes. 


Ponatur in exemplo I. mm--x, nn-+x, pp-+x loco ipsarym 
mm, nn, pp, unde invenitur: 


4=/f sinp dp dw 
sin’ cos’ w-H pp sin? p sin” w) 


multiplicatum per #d x, et integratum a uswe adx—=x, 


sing dpdw _B 
(mm cos’ pt nn sin’ @ cos’w-+ pp sin“ sin® 


Jam a facta mutatione indicata, fit ex exemplo I.: 


2 
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Unde habemus 


sinpdpdw 

5. = N; m cos" nn sin? p sia* 
da 


Hine simul, ubi in valore ipsius BD transformato: 


1 /F sinydnd% 
+ + 


mm nn PP 


1 1 1 [7 
ponimus —, —, loco z, p, atque loco n, seribimus, prodit: 


"IF mm cos’p-+nn cos’yr-+pp sin’psintu V 
integralibus dupheibus semper a V=0 usqe ad = 


— 


extensis. Utraque satis elegans est formula. Alterum integrale etiam sie 
exhibere hcet: 

x dr 
4 


Geterum e (15.) valorem supra inventum 


statim deducis, posito 


= cotang’w, 
mm— pp 


Exemplum IIE 


Determinatio areae ellipsoidae. 
[vor m eos’ + ppsin’Q sin’ 
9. 
Ponamus, eoordinatas orthogonales x, y, z puneti in superficie po- 
siti datas esse per duas variabiles 9, %, notum est, genecraliter arcae su- 
perficiei elementum dS per exprimi hune in modum: 


= dıl dıl dy + dy dıl dep dp d® Ay. 
Sit 


cosp cosu _ __ Sing siny 
Mm n 


unde 
=1, 
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superficies erit ellipsoida, cuius semiaxes —, —, —; atque elementum 
m n p 


areae superficiei fit e formula generali: 
ve f + sin cos’ + sin?p db — Y(R) sing 


m’ mn mnp 


Quod, ut aream integram ellipsoidae $ obtineas, integrari debet a@ = 
usque ad 0=Rr, unde 


mnp 


E formulis nostris 


sinydynd$ = mnp v(XP) = 


prodit: 
Y(R)siopgdgdw sinndnd% 
mnp m’n"p’ PP 
unde e $. 5. videmus, designantibus cosn, sinycos$, sinnsin$ cosinus 
angulorum, guos line« normalis in puncto ellipsoidae cum axibus for- 
mat, fore elementum areae ellipsoidae: 
sinydnd® sinndndı 
n cos BE... n sin m’n’p Pl 
m" mm nn PP 


Ipsius expressionem eruimus: 


mnp 


Ubi loco anguli 5 angulum zo introducimus, fit e $. 7. (11.), (13.): 


Vım [»p A? cos” nn cos” w sin” 


Integratione facta a usque ad habetur: 


st nncos® w--ppA’w dw 
cos’ w A’ w "Aw 


Ad reductionem ulteriorem observo, differentiatione facta facile probari 


{ormulas: 
Aw 
dw A’w ? 
sin w Aw 
d cos u’ y' N 

dw cos’ w Aw Aw + ’ 
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sin w 
— Aw, 


dw sin” w 


cosw Aw 
d\— 


E prima et secunda fit: 
& dw __ Efie) simıw cosw 


Am 
dw E(w) 1 sinwAw 
ideoque: 
4V (mm—ı pp) \ ) Aw 
In qua formula est e (7.) 
n mm—nn 
unde expressio inventa ipsius C in sequentem contrahitur: 
m 
= — sin’ w E(w cos’ w 
area integra ellipsoidae, cuius semiaxes —, —, hit: 
sin’ cos’ F(w 1 
= | + —-f. 
np situ 
De substitutionibus 
cos® = A(h’, X’), | cosy —= sin! x), 
sin® cos! = coshı cosh’, sinn = cos!", 
sn®sind = | sinzsin$ = sin! z). 


10. 

Determinatio antecedens areae ellipsoidae cum ea convenit, «quam 
olim ill. Legendre per duas methodos diversas invenit, quarum altera 
per ev olutionem in seriem proceldit; altera methodus, qua vir illustris usus 
est, et ipsa transformationi variabilium innititur.  OQuam eo magis memo- 
rabilem esse duco, quod elernentum areae, per variabiles novas expres- 
sum, in duas partes diseerpitur, quae singulae varzabiles separatas ha- 
bent, ita ut bis integratue, producta binorum Integralium simplicium 
evadant. Vorma autem, qua variabiles separatae inveniuntur, sieuti in aequa- 
tionibus dillerentialibus affectatur, ita etiam integralibus multipdieibus lucem 
maximam allundere videtur. In finem propositum dividit vir ill, aream 
in elementa infinita rectangularia, quae intersectione mutua linearum alte- 
rius eurvaturae eum lineis alterius formantur. Quae elementa exprimit 


Ss. 6. G.J. Jacobi, de transformat, et delerminat. integr. dupl. comgnent. 113 


per duas variabiles tales, ut alterutra constante, variante altera, elementa 

in eadem linea curvaturae posita obtineantur. Integratione facta pro utra- 

que variabili inter limites constantes, inde arca rectanguli eruitur, quatuor 

lineis curvaturae inelusi. Quod invenitur generaliter per speciem tertiam 

integralium ellipticorum exprimi. Calculi momenta praecipua haecc sunt, Sit 
pp(mm—nn) mm(nn— pp) 


nn(mm—pp)? nn(mm—pp)? 
atque ponatur: 
mx —= c0s® = sinhA(h‘, X), 
ny = cosh cosh’, 


sn®sin! = sinh’A(h, A), 
designantibus, ut supra, y, coordinatas punecti in superlicie ellipsoi= 


dae positi, cuius aequatio 


mmxctnnyytppzs 
1 i 1 . . v 
sive SEMIAXES ——, —, Quibus statutis, probatur e theoria nota 
linearum curvaturae, quoties A’ constans, variante Ah obtineri puneta lineae 
alterius eurvaturae; quoties A constans, variante A’ obtineri puncta in linea 


alterius curvaturae posita. 

In substitutione proposita et ipsi cos®, sind ex- 
primuntur per binos factores, qui alter alteram variabilem continent, et 
idem invenitur accidere de functione R per angulos expressa. Facta 
enim substitutione, prodit 

vR= cos®’®-+ mn sin’® cos’%-F pp sin’) 


— 


Porro obtinetur elementum superäciei sphaericae, per A, Ah’ expressum 


(Ab cos’ Ä cos’A) dh dh 
= — ch 


Ah, A) 
Unde videmus, etiam hoc elementum in duas partes discerpi, ae singu- 
lae variabiles separatas habent. 


Per aequationes omnino similes quibus cos 9, sin @cos sin® sin 
ab angulis 7, A‘ pendent, exprimuntur cos7, sinn sinn per atı- 
gulos novos siquidem statuitur 


tang! = —tangh, = 


Owbus positis, habetur 
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mnp 


R= 
v V (mm cos’ if nn sin? i) 
nA(h, 4) nA(h‘, 4°) 
V (mm sin’h-H-nncos’h) ’ )» V(pp cos? „% )s 
unde 
COST — 7 cos’, 
MON. 
do dı 23 cos’i- cos?i 
sinndndg = — ir 
VAR Ali,z) Al, 


siquidem moduli <, # ponuntur, ut supra, 


nm — pP P 


Posito insuper, ut supra, csw=-, ipsi YÜL etiam hanc formam creare 


licet: 
n 
Vil— sin’ wsin’ ı) V x’ tang? w i 
Unde elementum areae ellipsoidae dS5 per angulos novos i, :’ expressum, 
hanc formam induit: 


a Y(R sing do dw 


#2 cos?! didi 
m’ sin? w sin? 2 tang* w A (i, 2) A(ı', 
Ita videmus, elementum areae ellipsoidae, per angulos ;, 2’ expressum in 
duas partes discerpi, ın quibus singulis variabiles separatae sunt. Posito 


igitur 


008°i.di = d; m: 
« id sin” [AP sin’ A (2, [1 +x' tang” sin? A Br, = 3 


J [1 — sin’ w sin’:]’ Ali,») sin’ 


invenitur : 


S= +LM). 


Quoties pro utraque variabili inter limites constantes integramus, =, 
erit area rectanguli in superficie ellipsoidae 
delineati, quatuor lineis curvaturae inclusi, quarum binae ad eandem cur- 
vaturam pertinent, Binae, quae ad alteram curvaturam pertinent, obti- 
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nentur, quoties in valoribus coordinatarum x, y, x supra traditis A ut 

. . n . ou 
constans consideratur, eique valores tangh — tang?,, tang tang:, 
tribuuntur; binae, quae ad alteram pertinent, obtinentur, ubi A’ ut con- 


stans consideratur, eique valores tribuuntur tang — tangh’ 


7 tang Cuiusmodi rectangulum ex expressionibus antecedentibus ap- 
paret, generaliter per integralia elliptica exprimi, quae ad speciem tertiam 


pertinent. (uoties octantem areae integrae quaeris, integralia extendi de= 


bent inter limites A =0, h=-; A zu ideoque etiam inter 
limites =0 et Quo casu integralia elliptica 


in speciem primam et secundam redeunt, unde variis reductionibus adhi- 
bitis, ad expressionem supra inventam delabimur. Quae apud ipsum Le- 
gendre videas. 
nl. 
Casu quo integratio ad octantem areae integrae extenditur, reduc- 
tio expressionis inventae 


pP 


in formam simplicem, supra aliis methodis erutam, non sine inventis prae- 
elaris transigi potest, quae ill. Legendre de tertia specie integralium 
ellipticorum condidit. Vice versä, proprietates integralium ellipticorum sa- 
tis reconditae per transformationem illam integralium duplicium non sine 
elegantia demonstrari possunt. 

Ita e. g. de formula inventa 


,. 


N Alz,i) A dıdı 


casu quo pro angulis 7, I, 7, 2° inter limites 0 et S integratur, statim ob- 
tines theorema egregium; ab ill. Legendre inventum, quod relationem 
sistit inter integralia elliptica integra speciei primae et secundae, quae a 


modulum x ejusque complementum x’ pertinent, 


Cuius etiam demonstrationem luculentam, e formula generaliori deductam, 
dedit Cl. Abel (Vol. II. pag- 26.). 
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Vidimus supra, fres quantitates, c087, sinncosT, sin$ Ipsos 
esse cosinus angulorum, quos Jinea normalis in puncto ellipsoidae ducta, 
cum axihus format. Unde patet, siny dyd 3 esse elementum curvaturae 
integrae arcae, quam Cl. Gauss in Disg. gener. de superf. curvis appel- 
lavit. Hinc epe formulae inventae 


facile invenis curvaturam integram rectanguli in superficie ellipsordue 
ouctuor lineis curvaturae inclust, 


Erit autem curvatıra Integra rectanguli pars snperliciei sphaericae, abseisse 
duobus conis, quorum acquatio 


A’ %) cos’? sin“ 
posito et != ’,, et duobus conis, quorum aequatic 


posito "=... 7, siquidem conorum apices in centro sphaerae sta- 
tuuntur. Quod e valoribus, quos cos7, cos, sinn pro Kimitibus 
induunt, facile demonstratur, Quoties , =0, —=0, duae e lineis cur- 
vaturae fiunt ipsae sectiones principales ellipsoidae; quo casu, siquidem 
,=ı, fit curvatura integra 

Observo adhuc, elementum lineae curyaturae, desigunante h‘ sive con- 
stantem „ 
nY (22 di 


2. 92 4 - / / > 4 Alı 
— 2° sin? w sin? i]’ [+ tang’ 
designante sive 7 constantem, 


h‘ 


14 pP 
nV cos’i-+%'2’ cos? i’) di’ 


pp [1 — #° sin? sin? [1 + tang? w sin” A(v,#') 


Utriusque Iineae elementis in se ductis, prodit. quod fieri debet, elemen- 
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tum areae. Rectificationem lineae curvaturae, patet, a transcendentibus 
Abelianis pendere. 
Exemplum IV, 


N sinpgdgp dw 
12. 
Per substitutionem nostram integrale propositum ope ipsorum n, 3 
hunc in modum exprimitur: 


TE sinndnd& 
mnp m'm c08° sin?n cos? sin?y 
I 


nm nn 
Unde e formulis exemplo secundo propositis, siquidem ibidem po- 


nn 
st F(xz, w 


2 mn’ p'sin w 


modulo x et amplitudine vw definitis per aequationes: 


— m’m!nn m’ 
Sive etiam e (16.) obtinetur formula: 
sinpdgdi 
D sin’ p sin’y] Y (mmcos’g+tnn sin’ cos’w-+pp sin’ sin’ 


dx 


Exemplum % 


E = // dp dw 
U’YU 


U == a bsin’® e sin’® + 
2d sin’@ cosy + 2e cosP sin) If cos ® sin? cos 
2d'sin® cos sind +2e’cos® sin® sind +2’ cos® sin® cos\. 
Limites 9=0, v=?2m. 
13. 
Integrale hoc exemplo propositum multo complicatius est quam id, 
de quo exemplo antecedente egimus, cum in expressionibus ipsarum Z, 
Ü’ praeter quadrata quantitatum cosQ, sin® sin® adhuc binae 
in se ductae inveniantur. Nihilominus valorem ejus erwimes, si substitu- 
Cre'ie's Jownal d. M. Bd.X. Hit. 2. 16 
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tioni, quibus usi sumus, transformationem coordinatarum orthogonalium 
bis adhibitam jungimus. Supponimus autem, functiones U, U’ pro valo- 
ribus certe realibus angulorum valores semper positivos servare; 
quoties enim U valores etiam negativos induere potest, integrale proposi- 


tum imaginarium fit, quoties U’ etiam negativos induit valores, integralis 
valor in infinitum abit. 


Ac si consideramus r cos®, rsin® r sin® sind tamquam coor- 
dinatas orthogonales puncti, cuius distantia ab initio coordinatarım = r, per 


transformationem primam coordinatarum, facile intelligitur, Z hanc formam 
induere posse: 


sing’ dp’ dw 
U'YV (GG cos?’ + sin’ cos? + sin? p'sin? m)? 
designantibus r cos®’, rsin®’ cos rsin® coordinatas transforma- 
tas, relatas ad axes principales ellipsoidae, cuius aequatio 
"Um 1, 


1 1 1 . . 
et cuius semiaxes principales Ac rursus erunt limites inte- 


gralis transformati @=0 et =r, et Functio autem 
U’, per expressa, formam induit 
U’ = + sin®’ cos’ + sin? co? + 
2 sin’®’ cos sind’ + 2e’ sin®’ sind’ + sin®’ cosQ’ cos 
Integrali ita transformato applicemus substitutionem nostram 
G’ sin p’ cos av’ 


cosp 


G’*sin sin 
VAR 


posito 
R'= 6G + + G’’ sin’P’ sin’ 
quo facto integrale propositum induit formam sequentem: 


1 n'dn'dö 
= 
siquidem ponitur 


a’ cos’n' b"sin’n’ „ c’sin’n’ 


GG G’G’ 
+2 e’'cosn’ sinn’sind Sf’ sinn’ cos 
G’G" G"'G 


Ac rursus limites runt Y„=0 et y=r, Y=-0 a Y=2m 

Jam secunda vice consideremus r cosn‘, r sinn‘ 
tamquam coordinatas orthogonales puncti, cuius distantia ab initio coordi- 
natarum —=1; sint rcosn, rsinncos$, sinn coordinatae transior- 
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matae, relatae ad axes principales ellipsoidae, cuius aequatio 

rr 1, 
et cuius semiaxes principales sint 7, 2, p. OQuibus statutis integrale pro- 
positum per 7, 9 expressum hanc formam induere patet simplieissimam 


= sinydndö 
limitibus inteeralis rursus existentibus „=0 et et 


Ouod in exemplo II. facile ad integrale ellipticum revocatum est. 


14, 


Reductio integralis propositi antecedentibus indicata requirit binas 
transformationes coordinatarum orthogonalium, «uae singulae a resolutione 
aequationis cubicae pendent. Nam primum ut radices aequationis cubicae 
inveniuntur GG, G’G‘, a quibus pendent co@fhcientes substitutio- 
nis primae adhibitae, ideoque etiam quantitates a”, 5", etc. Per quas et 


ipsas G, G‘, deinde exhibentur coe@fhcientes aequationis cubicae se- 


1 
e ius radıces sunt —, —, —. IS serv 
cundae, cuius ce At Sactis calculis obseryatur, e 


co@lficientibus illis aequationis cubicae secundae quantitates G, G’, 
omnino abire, unde resolutioni aequationis cubicae primae supersederi 
potest; ita ut problema, quod a duabus aequationibus cubicis pendere vi- 


deatur, revera ab unica fantum pendeat. Calculum paucis indicabo, forte 
et aliıs occasionibus utilem. 


Sit substitutio prima adhibhita: 


cos® + a’ sind’ cosy’ sin 


sin@cosY +2’ sin®’ cost’ + PB” sin®‘ sin 
sin@ sind = 
unde etiam vice versa: 
cos®' #cos® + B sind + Y sin® sin), 
sin®’cosy’ «’cos® +2’ + Y’sin® sin 


sin®’ siny’ = cos» + y’sin® sin). 


Quibus aequationibus in functione U’ substitutis, obtinemus 


16 ° 
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inter co@ffieientes substitutionis propositae habentur relationes no- 

tissimae, quae in tranusformatione systematis coordinatarum ortlhogonalium 

in aliud eiusmodi systema valent. Deinde ut systema novum coordinata- 


rum ıdem sit atque axium prineipalium ellipsoidae, cuius aequatio =1, 


siquidem Sunt ıpsae semiaxes principales, haberi debet aequatio: 


U = + 6’G’sin GG" sin sin’ 
unde prodeunt relationes: 
Goya+ CC ya 
jungamus sequentes, quae ex antecedentibus Auumt: 
+ = be— dad, 


T. 


+ 


= abe — add — bee — cff+ ?def. 
Aeımatio ellipsoidae secundae, euius axes principales investigandae propo- 


nuntur, haec erat: 


Te’! 


siquidem | 

rcosy=x, rsiny csoY=y, rsiny ==. 
Unde, si 7, n, p denotant semiaxes prineipales, e theoria nota axium prin- 
eipalium superficierum secundi ordinis, erunt m, 2, p radiees aequatio- 
nis cubieae 
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a’ BU a’ — el! et! _ ft ft Id 


Ipsarum autem a”, 5” etc. substitutis valoribus, per relationes supra ap- 
positas et eas «quae inter ipsas Y etc. habentur, co@fliecientes substi- 
tutionis per solas quantitates a, b, ce etc. a‘, 5’, c‘ etc. exprimere licet. 
Quo facto, aequatio cubica multiplicata per G“haee evadit: 
a'(be—dd) + b’(ca—ee)+ c'(ab— ff) 
a'b’c eff — Id' 


1 


1 
Cuius aequationis radiees ubi sunt — , —, —, vidimus $.13., inveniri: 
m m? P 


sin? dn 
Ylabe—add— def‘) cos” sin’ cos” 


pP p 


integrationibus factis ay=0, $=0 usque ad y=r, 
Adnoto, commutatis inter se quantitatibus «, b, c ete. et «’, 5’, c’ etc., 
aequationem cubicam in aliam abire, euius radices valores reeiprocos nan- 
eiscuntur, 
De substitutione 


g cosp + h sin cosıy + isingp sin 


cosn = 
__ gtcosp + A’singp cosit + i’ sing sin y 
sinNc0osI — 
sinysind cos p + h”sin sin sin 


15. 

Methodus, qua antecedentibus usi sumus, procedebat per tres trans- 
formationes integralis propositi; afferam sequentibus methodum novam et 
magis directam, qua per substitutionem unicam pervrenimus ad formam 
simplicem, in quam integrate E redegimus. Et dum methodo antecedente 
ellipsoidae binze, quae ad axes orthogonales relatae erant, ad axes prin- 
cipales referri debebant, hac methodo investigandae sunt axes principales 
unius ellipsoidae, cuius datur acguatio ad coordinatas obliquas relata. 
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Propositum sit problema algebraicum, per substitutiones lineares 


expressiones binas seyuentes 

A= 

A 
revocare ad formam simplicem, e gua producta binarum variabilium 


abierunt, 4 wo, 
w’ ww 
Investigandae sunt coöfficientes substitutionis adhibitee, et quantita- 
fes m, N, 
Problema antecedens nullis diffieultatibus obnoxium est, et facile 


revocatur ad problema notum geometricum. Ponamus enim 


yvaı=zx, yb.y=y, 


vo” cosA, == cosv, 
unde fit 
xx + yy + +2cosAy 

Porro substitutiones adhibendae erunt: 

Var +77 

Sint x‘, coordinatae obliquae puncti, quae angulos inter se efhiciunt 
v; ubi u, v, zw sunt coordinatae puncti orthogonales, eodem initio 
gaudentes, «quadratum distantiae puneti ab initio communi coordinatarum 
exprimi potest sive per formulam 4, sive per uu-&vv-+-ww, unde lo- 
cum habere debet aequatio prima: 

= uu-vv- ww. 

Sint porro u, v, w relatae ad axes principales ellipsoidae, cuius aequatio, 
ad coordinatas obliquas x’, y’, z‘ relata, est 
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haberi debet aequatio altera 
uu ww 
siquidem 7, n, p sunt semiaxes ellipsoidae prineipales. Unde problerm« 
propositum convenit cum problemate geometrico, investigandi axes prin= 
cipales ellipsoidae, cuius aeguatio 4'=1, designantibus x', y', coor- 
dinatas obliguas, guae angulos inter se efficiunt X, %, v. Üuius pro- 
blematis analysis et alibi invenitur, et a me exhibita est in hoc Diario 
Vol. H. pag. 227. 
Loco citato *) demonstravi, siquidem aequatio ellipsoidae sit 


1 1 1 
esse radices aequationis cubicae: 
mm’ nn’ pp 


— 0) — a)’ —b)' 
— cosy— + cosA— a) (x cose —b) (x cosyv—c) 
Hoc loco igitur in locum ipsarum 
Br b, c 


scribendum erit 
a’ b' c’ d’ e’ f 


a’ b’ ce’ V(bo)’ V(ca)’ V(ab)* 
Unde si insuper restituimus valores: 


F 


aequatio cubica, multiplicata per abe, fit: 
(ax— a) (ba — — (ax — a) (de— 
— (er — + Sf) = 0. 
Quae prorsus convenit cum ea, ad quam $. antecedente devenimus. lis- 


dem mutationibus factis, e formulis loco eitato traditis valores co&fficien- 


ti h i t id fi . h . is 
ium 75? Yz ideoque etiam ipsarum g, A, etc. nancisceris. 


16. 
Observo generaliter, propositis aequationibus linearibus 
v=gc+hy+ iz, 
w= 
siquidens considerentur x, y, z ideoque etiam u, v, w tamquam functio- 


) L. c. loco y’, z' positun est x, y, z5 porro L, M, N loco mm’ nn’ 


; 
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nes duarum variabilium ©, posito brevitatis causa 


dw dwdy? 
dz dz dz dx 
dp dı dv dp 
heri 
dw du div du __ nu; 
du dv di dv __ 


Ouibus aequationibus multiplicatis respective per u, v, w, et summatione 
facta, reiectis, qui destruuntur, terminis, prodit: 


edv dw dv du dw du 
dw dv dgy dp dw 
dz dry dz dx dz dx 

dw do +3 dp dw dv dp 


pssito brevitatis Causa: 


His praemissis, sit jam 
x == 


sit porro 
u 


y==sin® cosy, 


= 


buimus, erit: 


ideoque: 


du dv 


dp du 


— gl), 


z = siın® sin), 


sinn e0os$ 


du dv 


man 


U 


mm 


sin” 27 cos”? 


nn 


+—+ 


sin’»7 sin’? 


ww ıw 
pp 


PP 


V(uuvv—ww)? 


Ubi co@fficientibus g, ?, 7 etc. valores eosdem atque $. antecedente 
U=uu+tvv+ww, 


Aequationes autem lineares inter u, vo, w et x, y, z propositae fiunt: 


cos 7 


sinn cos 


sinn 


g 


cosp—+ A sing cosır ising sin 


vU 


2 


e’cosp + sinp cosy i sin sin w 


vU 


cos sing cosw Ri” sing 


| 
_ u 
— 
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Habetur porro e $.1.: 


dy dz dz E de _dz dy ds 
du dw dy +y dp dy dp +3 de du dw dp sın dl, 


dv dw dv = dw du dwd | du dv du dv 
dp dıy dw dg dp dı de Ip dw d 
vv + ww]? 


ideoque e formula (17.): 


sinpdydı __ 1 sinn dnd3, 


unde etiam: 
P’cos’n , sin’ncos’” sin’ysin&® 
+ 


nn PP 

Singulis valoribus realibus ipsarum cos@, sin® sin® sin) conveniunt 
valores reales iique unici quantitatum cos7, sinn cosS, sinnsins; ac fa- 
cile patet, singulis valoribus realibus ipsarım cos7, sinnces$, sind 
respondere vice versa valores reales eosque unicos quantitatum cos oO, 
sin@ cos’), sin®siny. Unde hisce tributis valoribus omnibus realibus, 
etiam illis valores omnes reales converiunt, neque iidem plus semel; sive 
integrationibus facts =0, Y=0 ad Y=?r, etiam a 
$=0 uswe ad y=r, integrari debet, vel quod idem 
est, integrali proposito ad totam sphaeram extenso etiam integrale trans- 
formatum ad totam sphaeram extendi debet. 

Restat, ut constantem P per quantitates datas exhibeamus; quod 
facile fit considerationibus geometricis sequentibus. Designantibus enim, 
ut supra x’, y‘, coordinatas obliquas, z, ©, w coordinatas ortkogonales, 
ubi fit: 


h’ 


di 


/ 
+75Y +77°: 


7; 7, Cosinus angulorum inter x’ et axes orthogonales, 


h h’ h’ 
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unde ex elementis geometriae analyticae constat, esse ars solidum 


parallelepipedum, contentum inter axes ipsarum x’, y‘, 3‘, cuius latera —=1. 
Idem probatur esse 

cos’A— cos’u — cos’v-+ 2cosA cosu cosy). 
Utraque expressione aequali posita, et ar valoribus 


cosy von’ 
Hinc tandem provenit, substituto valore ipsius P et integratione duplice facta, 


E = dpdw __ 


1 sinndnd' 


mm nn p 
integralibus ad totam sphaeram extensis, ac designantibus da: nn, pp 
radices aequationis 

(ax — a’) (be—b‘) (ex — (ax — a’) (de — (be — b’)(ex—e')’ 
— (fe + —d)(er—e) 0. 
Ouae cum supra inventis prorsus conveniunt.e Quam transformationem 
erui videmus per substitutionem unicam: 


gcosp-+ hsinpcosw-+ i 


d 
cosA Vo)’ cosu = 
prodit: 


cos = 


vU 
coefhieientibus A, 7 etc. rite determinatis. 


17. 
Dedimus in m II. s.8. 15. formulam 


mm PP 
7 
integrali duplici extenso a y=0, $=0 usqe ady= Unde 


integrali duplici ad totam sphaeram extenso, fit 
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sinyndnd% = 
, sin’mcos’ı# | sin’nsin? 


mm nn 


Hinc patet, guantitatem, ın integrali simplice sub yadicali inveni- 
1 1 1 
tur, rationaliter exhiberi posse, etiamsi —, —, — tantum ut radices 
mm’ nn’ pp 


aeguationis cubicae datae sint. Quod si ad casum antecedentibus propo- 


1 1 1 


ut radices aequationis 
mm’ nn’ pp 


(ax — a‘) (br — — — (ax — a’) (de — (br —b’) (ex — e')’ 


Unde expressio ad laevum identica erit cum hac 


Posito _. loco x et multiplicatione facta per — x’, inde aequationem 


situm applieatur, dantur 


identicam nanciscimur sequentem: 


I x 
P(1+)(1+) (14-5) - 
x)’ 
Unde habetur iam theorema satis memorabile, quo integrale duplex pro- 


positum E absque ulla aequationis algebraicae resolutione per integrale 
simplex exprimitur. 


Theorema 
Ponatur 


U = acos®’d + cos®’W sin’® sin’ 
+ 2dsin’® cosy + ?e cos® sin® sind + ?/sin® cos cos), 
b’sin’® + c’ sin?® sin?’ 
+2 d’sin’® sind + 2e’cos@ sin@ sin + 2f’sin® cos® 
X —= (c+ex) — 


erıt 
= 
integrali dupicı a@=0, Y=O extenso uswme ad P=r, Y=!r. 


De theoremate antecedente valde generali casibus specialibus haec 
fluunt: 
17* 
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dıy 


Ä er 
Hs tx) 


dx 


sinpgdpdu 
Vlabe—add—bee—c/f+2def)' 
Quod ad (2.) attinet, observo generaliter, commutatis inter se a, b, c etc. 


1 
simulque — — loco x posito, binas formulas 


dv ” dx 


snpgdpdw __ dx 


alteram ex altera sequi. 
Regiom. 1. Nov. 1832. 
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Über die Theorie der Kugeldreiecke. 
(Von dem Herrn Dr. Friedrich Schmeif/ser, Prorector zu Frankfurt a. d. O.) 


Die Mängel und Schwierigkeiten, welche die gewöhnliche Theorie der 
Dreiecke hat, ist wohl jedem gründlichen Kenner der Mathematik so 
bekannt, dafs eine umständliche Erörterung derselben hier überflüssig sein 
dürfte. Sie scheinen ihren Grund hauptsächlich in der Gewohnheit zu 
haben, wonach man aus der bekannten Fundamentalgleichung für 5 Seiten 
und 1 Winkel, welche nur für Dreiecke bewiesen wird, deren Seiten 
kleiner als 90° sind, alle übrigen herleitet, oder vielmehr ausrechnet, 
Dals man dabei durch lange analytische Operationen, welche oft umständ- 
liche Verbindungen, sehr gewählte Vertauschungen zweckmälsiger gonio- 
metrischer Ausdrücke, und mübsame Rechnungen erfordern, zum Ziele 
geführt wird, wobei die Anfünger meistens gleichsam im Dunkel wandeln, 
ist für das Studium dieses so wichtigen Zweiges der Mathematik ein sehr 
nachtheiliger Umstand, wie fast Alle bekennen, deren Beruf es mit sich 
bringt, darin zu unterrichten; dazu die mühsame Arbeit in so fern zu 
wenig belohnend, als die Resultate der allgemeinen Gültigkeit der Be- 
weise ermangeln. 

Wenn zwar die Gleichung für entgegenliegende Seiten und 
Winkel (1.) für die Fälle, wo die Grölsen derselben zwischen 90' und 
150°’ betragen, auch auf die gewöhnliche Weise leicht bewiesen werden 
können, so scheint der allgemeingültige Beweis der Gleichung für 3 Seiten 
und 1 Winkel (1I.), weder auf dem gewöhnlichen Wege zu gelingen, 
noch auch nach der gemeiniglich nach Lagrange benannten Methode, 
welche aber de Gua (Mern. de !’ Acad. des sciences. Par. 1783.) zuerst 
bekannt gemacht hat, wonach man die Tangenten und Secanten zweier 
Seiten zu Hülfe nimmt. Die Versuche aber, welche zu diesem Zwecke auf 
andere Weise gemacht worden sind, haben sich nicht den Dank erwer- 
ben können, welchen die Absicht und die Mühe ihrer scharfsinnigen Ur- 
heber verdiente, se dals man dem gewöhnlichen, weit einfacheren Noth- 
behelfe den Vorzug giebt, wonach man schliefst, dafs jene Gleichung, nach 
Verwechselung der Zeichen vor den Cosinus, auch für die Kugeldreiecke 


| 
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gelte, deren Seiten >90’ sind. Will man aber auch für die Fälle, wo 
nur 1 oder 2 Seiten >90’, und der Winkel < oder >90" sind, diese 
Gleichung hinsichtlich ihrer Form rechtfertigen, so treten wieder Schwie- 
rigkeiten ein, welche so zu beseitigen, wie es die Strenge der Wissen- 
schaft fordert, das gewöhnliche Verfahren theils nicht bequeme, theils nicht 
genügende Mittel darbietet. 

Die Gleichung (11.) wendet man nun gewöhnlich auf ein Sup- 
plementardreieck an, worin alle Seiten und Winkel > 90" sind, um 
die Gleichung für 1 Seite und 3 Winkel (IH.) zu erhalten. In sofern 
jene (11.) für besagte Fälle nicht bewiesen ist, kann letztere (111.) über- 
haupt selbst für die Fülle, wo alle Seiten und Winkel < 90” sind, nur 
als unbewiesene Annahme gelten. Ob die Ersten, welche die Eigenschaft 
des Supplementardreiecks entdeckten, als Caswell und Lansberg, 
diesen Umstand nicht beachtet haben, oder ob spätere Schriftsteller durch 
Euler’s undLagranges Ansehen bewogen wurden, die Gleichung (ITl.) 
auf diese Art abzuleiten, ist dem Verf. wegen Mangel an dazu nöthigen 
Schriften an seinem Orte unbekannt; dafs man aber wegen der Annahme 
dieser Gleichung kein Bedenken trug, ist leicht daraus zu erklären, dafs 
sie nach der ältern Methode durch Anwendung der Formeln für die 
rechtwinkligen Kugeldreiecke durch die Bestandtheile der schiefwink- 
ligen in Lehrbüchern bewiesen und als richtig bekannt war. 

Da nach der Erfindung der Logarithmen, die Gleichungen (II., III.) 
in ihrer ursprünglichen Form zur Anwendung derselben unbequem waren, 
so war man auf Umwandelungsmethoden bedacht, um Producten- 
gleichungen zu erhalten, und machte dadurch das Studium der sphärischen 
Trigonometrie, wie der ebenen, nicht nur weitläufiger und schwieriger, 
sondern man beschränkte auch durch die angewandten Hülfsmittel, deren 
man sich noch bedient, die Beweise der Gültigkeit der umgewandelten 
Gleichungen. Man gebraucht nemlich dazu goniometrische Formeln, welche 
in den Lehrbüchern blofs für Winkel oder Bogen < 90’ bewiesen wer- 
den, als desgleichen 

cos(p —g) + cos(p-+9) = 72 cospcosg, 
= ?2sinpsing, u. dergl. 
Es werden daher die Beweise der umgewandelten Gleichungen auf die 
Fälle beschränkt, worin die Summe zweier Seiten <$0’ ist, und dafs 
sie in andern Fällen gelten, wird wenigstens nicht bewiesen. Dabei 
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kann nicht unerwähnt bleiben, dafs man bei einigen umgewandelten Glei- 
chungen auch auf auflallende Ungereimtheiten stölst. Selbst in vorzüg- 
lichen Werken findet sich z. B. 


sinb.sinc 


wenn 4 die Seite und a, 5, c, die Winkel bedeuten. Es sollen daher 
die Werthe für 4, wie auch tang$ 4 und cot} 4, sogenannte un- 
mögliche Grölsen sein, welche doch, wie jedem Mathematiker bekannt 
ist, reel sind. Es hat den Verf. oft gewundert, dafs sich diese Gleichung 
in den meisten neuern Büchern so findet, da sich leicht nachweisen läfst, 
dafs bei consequenter Beobachtung der Zeichen und der Annahme, dals 
2 negative Factoren ein positives Product geben, die Ungereimtheit 
sogleich verschwindet. Denn wenn «<W", so ist folglich 
cos(ö-+c) negativ. Nimmt man nun bei der Vertauschung der Werthe 
auch cosz(@-+5b-+c) negativ, so heben sich beide Negationen auf. So 
findet sich auch die Gleichung richtig in Vega’s Vorlesungen Bd. 2. $. 579. 
Welche Bewandnifs es mit der durch cos$(@-+b +) ausgedrückten Grölse 
hat, zeigt sich in nachstehender Abhandlung ($. 28.), worin die Gleichun- 
gen nach der darin beschriebenen Methode auch so hervorgehen, dals 
alle Umwandlungen unuöthig sind. 

Verwickelter und für Anfänger schwieriger sind die gewöhnlichen 
Methoden der Herleitung sowohl der Neperschen Analogien, als auch noch 
mehr die der 4 einfachen, höchst merkwürdigen Gleichungen ($. 29. V. 
bis VIII), welche zuerst Delambre (in der 1807 erschienenen connoiss. 
des terns. 1809. p. 45.) und Gauls (theoria motus corp. coel. etc. 1809. 
p- 51.) ohne Beweise aufgestellt, benutzt und empfohlen haben. Die Be- 
weisarten dieser Gleichungen, so viel dem Verf. bekannt geworden sind, 
lassen sich nach den Mitteln, deren man sich dazu bedient, in 4 Classen 
bringen. In so fern aber schon die Fundamentalgleichungen (11., IL), 
woraus sie abgeleitet werden, an Einseitigkeit der Beweise leiden, so ver- 
grölsert sich solche noch bei denjenigen Entwickelungsarten der genannten 
Gleichungen, welche sich dazu der Formeln für sin(@+b), sin(@—b) etc. 
nebst daraus abgeleiteter bedienen, deshalb, weil diese in den Büchern 
ebenfalls nur für die Fälle bewiesen sind, wo (e+5)<<V0. Eine an- 
dere von den CGagnolischen Formeln ausgehende vermehrt noch die 
Schwierigkeiten durch weitläufige Zusammensetzung der Gleichungen und 
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Absonderung goniometı ischer Ausdrücke; wogegen diejenige, welche sich 
aller 3 Fundamentalgleichungen (I., 1., IH.) bedient, einen weniger erkün- 
stelten Gang nimmt, und an Kürze und Eleganz die übrigen übertrifft. 
In sofern die Gleichung (1.) sich als allgemeingültig beweisen liefs, so ver- 
suchte der Verf. eine Entwicklungsart jener blos aus letzterer; allein die 
Weitläufigkeit, die durch Zusammensetzung und Trennung, wie bei den 
andern, auch entstand, die schwierige Wahl bei der Umtauschung der Aus- 
drücke, die widrige Gezwungenheit und Künstelei des ganzen Verfahrens, 
endlich der traurige Umstand, dafs so einfache Wahrheiten auf so be- 
schwerlichen Umwegen bewiesen werden sollten, haben ihn stets 
zurückgehalten, seine Entwickelungsart bekannt zu machen. 

Wiewohl die grolse Wichtigkeit der Anwendung der Analysis auf 
die Trigonometrie kein Mathematiker verkennen wird, so wird man doch 
auch eingestehen müssen, dafs durch langwierige analytische Operationen 
die wahre Kinsicht in die Sachen nicht gefördert, vielmehr dem Anfünger 
das Studium dieser schönen Wissenschaft erschwert wird; dagegen es in 
jeder Hinsicht vortheilhafter sein mußs, wenn die einfachsten Gleichungen 
auch einfach und anschaulich bewiesen und alle beschwerlichen Umior- 
mungen mit ihren Künsten entbehrt werden können. 

Da sich alle einfachen Gleichungen der ebenen Trigonometrie nicht 
nur anschaulich beweisen, sondern auch ohne Umwandlmgen aus einan- 
der herleiten lassen (wie nächstens in einer andern Schrift gezeigt wer- 
den wird), so verliels den Verf. die Hofllnung nicht, diesen Zweck auch 
in der, jener analogen sphärischen zu erreichen. Mittelst der Projec- 
tionen von Kugelausschnitten hat es ihm nicht gelingen wollen, so vieles 
Nachdenken er auch darau gewendet hat. Aber im September 1829 leitete 
ihn Beschäftigung mit Sonnenuhren zufällig auf den Gedanken, die Sätze der 
sphärischen Trigonometrie auf der Ebene zu betrachten und zu beweisen. 
Dafs sich dadurch die Gleichungen für Kugeldreiecke, worin 1 Seite oder 
1 Winkel = 90" ($. 40. 41.) ist, wie auch die Fundamentalgleichungen 
(1., 11.) leicht finden lielsen, ist klar. Der Beweis der dritten (HI.) ist ihm 
jedoch nie gelungen. Weil es ihm aber vorzüglich um einfachere Be- 
weisarten jener 4 Gleichungen zu thun war, welche er die Delambre- 
Gaufsischen nennen will, weil sie mit den Namen beider berühmten 
Männer bezeichnet werden, so nahm er zu der $. 1.— 7. augedeuteten Be- 
trachtung seine Zuflucht, welcher der Ptolemiüische Lehrsatz zum Grunde 


| 
h 
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liest, welche dort nur soweit mitgetheilt ist, als es der Zweck erforderte, 
und durch welche es gelang, die Formeln $. 1.—4. auch für die Fälle zu 
beweisen, wenn (p-+9) bis 180° wächst. Dadurch wurde es leicht, mittelst 
(Fig. 6. und 7.), welche weitere zum Zwecke eingerichtete Ausbildungen 
der (Fig. 1.) sind, jene 4 Gleichungen für alle Arten von Kugeldreiecken, 
deren Seiten und Winkel zwischen 0° und 150° betragen, so ansehaulich 
und kurz zu erhalten, als je gewünscht werden kann ($. 29. 33.). Aber 
dabei fanden sich auch zugleich eben se kurz und aligemein die 8 andern 
einfachen Gleichungen für alle 6 Stücke eines Kugeldreiecks $. 29.1. bis 
IV. 8.33.IX.— XI. Sehr wichtig dabei ist, dafs sie alle unmittelbar ais 
Productengleichungen gefunden werden, und dadurch alle Umwande- 
lungen zum Dienste der Logarithmen, mithin auch die kunstgriffige An- 
wendung eines grofsen Formelapparats ganz entbehrlich machen. 


Diese Behandlungsart der Kugeldreiecke sogleich öffentlich bekannt 
zu machen, hinderte das Bedenken, etwas Überflüssiges zu thun, im Falle 
ein Mathematiker in irgend einem Werke solche schon aufgestellt hätte, 
Da der Verf. an seinem Orte (wegen Mangels an Schriften über diesen 
Gegenstand) darüber nicht zur Sicherheit gelangen konnte, so wartete er 
nicht nur die Erscheinung des 5ten Bandes des Klügelschen math. Wör- 
terbuchs (bearbeitet von J. A. Grunert, Leipz. 1831) ab, sondern be= 
fragte auch deshalb in Briefen einige ausgezeichnete ımd sehr gelehrte 
Mathematiker Deutschlands. Da nun in jenem (Art. Sphärische Trigono- 
metrie), worin nichts Brauchbares übergangen zu sein scheint, sich keine 
Spur dieses Verfahrens fand, und letztere .die Bekanntschaft damit ver- 
neinten, so glaubte der Verf. etwas nicht Unnützliches zu thun, in den 
folgenden Paragraphen eine kurze Andeutung seiner Methode bekannt 
zu machen. 


1. 

Es sei (Taf. I. Fig. i.) ein gröfster Kreis eimer Kugel, dessen 
Mittelpunet in ©, und worin 2 beliebige Bogen dc = 4A, ac=P so ange- 
nommen sind, dafs A>B; durch den Durchmesser c/ seien aa’ und 55’ 
rechtwissklig gezogen, daher Bogen =(A—B). Der 
Kürze wegen sei Winkel 5)/e=p, ale=y. Zieht man die Sehnen «5 
und cf rechtwinklig bei 2 durcheinander, so ist auch bfe=p, efc=p. 


Weil nun eb/=cal=$0), so ist, wenn man c/=1 setzt: 
Crelle's Jourml d. M. Bd. X. HN. 2. 18 
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a) be=sinp, bl= cosp, 

ß) ace=sing, al= cosg, 

y) bi =sinp.C0sg, a7=sing.Cosp, 

0) ab=sin(p+g)=sinp.cosg + sing.cosp. I. 
2. 

Zieht man ferner «’f, welche 3: in g schneidet, so ist wegen glei- 
eher Bogen AgifZ=Aaif, mithin gi=ai, und Abga! wAag/f, folgl. 
bg=a'b=sin(p—g) Weilnun bg=bi— gi=bi—al, so ist 

sin (p— 9) =sinp.6089g— sin g.cosp. 11. 
3. 
Da AchinA aueh, so ist folglich af=&1; daher 
«) af=cosp, bf= e0osg, 
P) cosp.cosg, 
Y) ei=sinp.sing, daher 
0) ef=eos(p—g) = e0sp.cosg + sinp.sing. 1. 
4. 

Zieht man endlich den Durchmesser 4d, wie auch df und arm 
parallel mit d/, so sind die Winkel bsad=bfd=amf= 9%" und Win- 
kel bda=(p+9), daher ad=fs = eos(p+g). Weil nun Winkel fs 
=asi=W—p, folglich jas=p=eal, soist Aas?=Aaci, mithin 
is=ci ($.3.Y.). Wenn nun 

(p+9)< 90, so füllt s zwischen und f, und ist sf=if—is, oder 

cos(p+ 9) = eosp.cosg—sinp.sing. IV..a. 

ß) Aber wenn (p+9)>90", so fällt 2 in die Verlängerung von df, 
und s in die von cf aufserhall» des Kreises (Vergl. Fig. 7.) und es 
ist fs=is—if=ci—if, d.i. 

cos (p +9) = sinp.sing — cosp.cosg. IV. b. 
5. 

Denkt man sich nun die Sehnen a5 und cf durch den ganzen 
Kreis fortbewegt, so dals sie sich allemal rechtwinklig durehsehnei- 
den, so kann (»-+7) jeden Werth zwisehen 0’ und 180’ annehmen, und 
die Linien und ihre Absehnitte behalten allemal ihre goniemetrischen 
5 Werthe. Es sind daher die Gleichungen $. 1.— 4. dadureh für alle Fälle 
bewiesen, wo (»-+g) bis 150° wächst. Die Gültigkeit derselben, auch 
wenn (»-+9)>150° wird, nachzuweisen, ist zum gegenwärtigen Zwecke 
nieht nöthig. Bei speeieller Betrachtung ersieht man, dals wenn (+9) 
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zunimmt, (?—9) gleich bleiben kann und umgekehrt, oder beide Werthe 


verändert werden. 


Setzt man nun statt p und 9 die ihnen gleichen halben Werthe 
der Bogen, so haben die $.1. u.s. w. betrachteten Linien, wenn man 
den Halbmesser 30 = 1 annimmt, folgende seniometrische Werthe: 

1) ab = 2sny(J+D), 

2) dg= 2sn}(A—D), 

3) «f= 200853 (A—D), 

4) fs= 20085 (A+B), 

5) 2sin} 4cosib, 

6) ai = Bcos} 4, 

7) fi = 200844cosiB, 

8) ci 2sin} AsinzB. 
Daraus lassen sich die goniometrischen Verhältnisse, in welchen diese Li- 
nien zu einander stehen, leicht herleiten. 


7. 
Von den übrigen Ergebnissen dieser sehr fruchtbaren Betrachtung 


sind folgende zum gegenwärtigen Zwecke noch erforderlich. 
e) +c?, wel df=el. (Vergl. Klü- 
gels Math. W.B. Thl. 3. Art. Kreis No. 49.) 
£ß) Nach 8.6. N0.,5.—8. ist dJi.ai=fi.ci = sin ÄA.sinB. Daraus er- 
giebt sich, weil 
ab —= und 
ef 
y) ar +if tar 
d.i, wenn ci=?%, 
sin?! = 1-+ sin A.sinB. Auf gleiche Weise ist 
oder 
= 1 —sin A.sinb. 
8. 

Ferner sei (Fig. 2.) @dc ein ungleichseitiges ebenes Dreieck, worin 
be=A, ac=B, ab=C und o, b, c die Winkel desselben. Mit <A 
sei der Halbkreis fr d beschrieben, daher bf= (4+B), bd=(A—P), und 
C schneidet entweder den Halbkreis noch einmal in e, oder berührt ihn 
blols, wenn Zieht man ce, so ist Winkel =u=(«—b), 
wogegen Winkel acf=(a+b) ist. Denkt man 4 und B der Grölse 

18 
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nach unverändert, aber «, als Grenzpunct von B und €, durch den Halb- 
kreis deuf stetig sich bewegend, so erkennt man folgende Veränderang 
der Winkel und der Seite €. Indem der Winkel ce von 0° bis 180° wächst, 
nimmt der Winkela von 180° bis 0” ab, 5 aber wächst von 0° bis er sein 
Maximun erreicht hat, wenn @= 90° ist, und nimmt von da wieder bis 
0’ ab; zugleich wird (@-++Öb) um so viel verkleinert, als ce wächst, nimmt 
mithin von 150° bis 0’ ab, wogegen die Abnahme von (@—b) ven 180’ 
bis 0’ immer geringer wird. Die Seite € aber wächst von (4—B) bis 
(4+B). Auf ganz dieselbe Weise geschieht in einem Kugeldreieeke, 
worin 2 Seiten (+ b)<180° sind, die Zu- und Abnahme sowohl der 
sphärischen Winkel, als auch der dritten Seite C ($. 13.). 

Zieht man ad und af, so ist Winkel aacemm=;zl+l)= 
= 10’ — (+f) = 180’—(b+3c), folglich —b) = W—(b-+4e). 
Daher sindaf= sin(@e + ec) =cos} («a —b)=sin(b +ze), und sing (a—) 
= ces(b-+3c). Vergleicht man die Linien nach dem allgemein gültigen 
Hauptsatze der ebenen Trigonometrie,, und substituirt diese Werthe, so: ist 

1) d.i. 
sin 
2) bd,.sinedb= «ab.sinn, d. i. 
cos} c cos(b-F3 €) 
Setzt man diese unter 2 Nummern gefalste Gleichungen auseinander, so 
erhält man, weil auch sin(@+3e) = sn(b+ze) und cos(ö+}c) = 
eos(@-+3 0), 12, und durch Vertauschung. der Buchstaben, 36 Gleiehungen, 
woraus sich durch blofse Anwendung der Rechnungsoperationen alle übri- 
sen Gleichungen. der ebenen. Trigonemetrie herleiten: lassen. 
10. 

In dem A abe (Fig.3.) sei B>4f, mit ac=B der Kreis um c 
beschrieben, und be und eb bis dahin, in d und p, verlängert, daher 
Bezeichnet man die äufseren Winkel 
mit @, abd mit b, die innern mit v und v, folglich v= 10’—b, v—= 
150’ — a, so ist Winkel = u+v = 360’ —(e-+5), daher (@-+) 
— Bogen «dpf und aeb= («+5)— 180°, folglich m =z(u+V) = 


sin(@ +26) 


cosz(@a—b, 
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10’ Ferner st z=eu— 
mithin Winkel dep=(«a—b). 

Denkt man «, als Grenzpunet von B und C, durch den Halbkreis: 
daf gleichförmig fortrückend, so erleiden die Winkel nebst € folgende: 
Veränderungen. Indem Winkel c von 0° bis 180° wächst, wäehst auch 
b von 0’ bis 450°, aber a nimmt von 180° ab, bis 5 = 90” wird‘, und 
dann wieder zu bis 180°. Daher wächst 2) von 180’ bis 360° 
soviel, als c, wogegen die Abnahme des Winkels dep = (@a—b) iminer 
geringer wird. wächst von (B— A) bis (D-+4A). Auf elsendieseibe- 
Weise verhält sich die Zu- und Abnahme der Winkel und’ Seite in einer 
Kugeldreiecke, worin 2 Seiten 3)> 180° sind ($. 15.) 

11. 

Es ist ferner der Winkel (v+le) = 1" == 
IH’ ($.10.) = n = WW — (be); 
daher = sin(@— = —b) = sin‘’b—3c) und sam = 
sin$ Man erhält daher durch Vergleichung: der 
Linien, wie $.9.: 

1) bf.sinafb = ab.sindaf, 
sin} c sin(@—%c) 

2) bd.sinm=ab.sinn, d. i. 
(BA). 


sinz Verl, 6, 9 
cos ergl. 


12. 

Es sei nun (Fig. 4.) abc ein Kugeidreieck, dessen’ Seiten‘ &c = 4;. 
ca=B, .ab= und dessen Winkel b, c heifsen' mögen). worin zu*- 
vörderst (4-+ B)<<180’, gleichgültig’ ob 4> oder < 90° ist, und € jede 
mögliche Gröfse haben kann; aber es sei 4A>Db. Denkt man zich nun 
eine Seite, z.B. 4, der Lage nach unverändert, die andere P aber über 
die Oberfläche der Kugel sich fortbewegend, so beschreibt de“ Grenz= 
punct der letztern @ den Halbkreis während der Winkel ce von 
bis 150° wächst, und die Seite‘ C von ba’=(A—B) bis ba =(A-+L) 
zunimmt. Dabei trifft der Bogen D den Halbkreis «’a«‘’ allemal unter 
90°, und der Winkel ce ist dem Winkel’ an der Achse «’ea gieich. Der 
Halbkreis aber, wovon C ein Theil ist, wird von jenem eitt= 
weder zweimal: durchschnitten, oder nur in einem Puncte berührt, Letz= 
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teres findet Statt, wenn der Winkel a= 90° ist. Denn man denke sich 
an den Punet «a 3 Tangenten für die Bogen ac, a’a und ba, so bilden 
die 2 erstern allemal ‚einen rechten Winkel, wogegen die dritte in jedem 
Durcebschnittspuncte der Bogen eine andere Richtung, abwärts oder auf- 
wärts, hat. Im Berührungspuncte aber fallen die Tangenten der Bogen 
ab und ar’ in eine Linie zusammen, welche mit der Tang. @c einen 
rechten Winkel bilden. Da nun die Tangenten in den Verläüngerungen 
der Ebenen ihrer Bogen liegen, so stolsen auch die Ebenen abo und 
nco unter 90’ aneinander, mithin ist auch Winkel «= 90", Eine be- 
sondere Zeichnung macht dieses deutlicher. 
13. 

Bei Betrachtung der Veränderung der Winkel, (wozu man sich 
einer Kugel von Elfenbein oder Holz, worauf man die gezogenen Bogen 
wieder löschen kann, am zweckmälsigsten bedient), erkennt man, dals 
wenn c won 0’ bis 180" wächst, der Winkel zunimmt, bis er sein Maxi- 
mum erreicht hat, wo ea =" ist, und dann bis 0° abnimmt, wogegen 
von 180’ bis 0° vermindert wird. Sowohl (@+b), als auch (a —b) 
nehmen ab von 180° bis 0', auf ähnliche Weise, wie bei dem ebenen 
Dreiecke $. 8., wogegen (a+5+-c) über 180° wächst bis « = 90, und danu 
wieder abnimmt. die Seite C wächst aber von (4—B) bis (/+B). 

14. 

Wenn (?+B)=1580', wo bekanntlich allemal (@« +5) = 180" ist, 
so wächst C ebenfalls von (4—B) bis (4+DB), während c von 0" bis 
180° zunimmt. Zugleich nimmt @ von 180” bis 90" ab, dagegen 5 von 
0’ bis 90’ zu, so dals a und 5 einander zu 150" ergänzen. Es wächst 
daher (a+b+c) von 150’ bis 360‘, und (@—.D) nimmt ab von 150° bis 

15. 

In dem A abe «Fig. 5.) side=A, aco=B,ab=C, (4A+B) 
>10. Denkt man sich 4 über die Oberfläche der Kugel fortbewegt 
und B ruhend, so läuft ? als Grenzpunet von 4 durch den Halbkreis 
b’' bb‘, während der Winkel .c von 0' bis 180° wächst. Zugleich wächst 
D son 0’ ‚bis 1S0°, Der Winkel z aber nimmt ab, bis sein Nebenwinkel 
bab‘ sein Maximum, mithin @ sein Minimum erreicht hat, und Winkel 
b»=90" ist ($. 12.), und von da wieder zu bis 150°. Daher wächst («a +) 
von bis 360°, (@—Db) nimmt ab von bis und (a 
wächst von 180° bis 540, auf ähnliche Weise, wie bei dem ebenen Dreiecke 


Pr; 
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6.10. Die Seite C aber wächst vom (A—B) bis 360°’ —(A+B). Aus 
diesen von $. 13. bis 15. betrachteten 3 Hauptfälleır ergiebt sich: zugleich, 
dafs in jedem Kugeldreiecke sin& C>sin#(4—DB) und <sin3 (A+P), 
desgleichen C<cos3(4—B) und >cos2(4-+B) sein muls. 

16. 

In (Fig. 4.), wo (4+ B)<180° ($. 12.), sind nun die Sehnen: 
=2sn3(A+P) und cf=Teos#(4—B) ($6.) durelv einander ber 
rechtwinklig gezogen. Mit ?sin&BcosZ A ($.6.) denke man sich 
um den Punct 2 den Halbkreis gk da“ beschrieben, dessen Ebene jede be- 
liebige Lage haben kann. Während nun Winkel © von 0° bis: 180" wächst, 
und a als Grenzpunct von B sieh in dem Halbkreise a’ gleichförmig. 
fortbewegt, denke man auch d, als Grenzpunet von di, iv dem Halbkreise 
gkda gleichförmig fortrückend, so, dals Winkel bid=u«u’ea= c sei. Da: 
nun, wenn die Seite (4A—B)=ba‘ ist ($.13.), und 5g= 
ba’ ($. 2.), so entiernen sich, bei gleichförmiger Zunahme des Winkels c, 
die Puncte @ und d von 5 gleichweit, und es ist allemal bd = ab= 
2sint ($.17.). 

17. 

Um diese Wahrheit, dafs, wenn: (Fig. 4.) Winkel 
bd=ab=Nsin$E ist, 80 strenge zu beweisen, als immer selfordert 
werden kann, so sei, 

@) auf die Verlängerung von die Linie br rechtwinklig, 
en=be'=sin4, indem ae=ae=sinB. Zieht man en, so ist die 
Ebene des Aaen gegen die Ebene des £ a” br senkrecht, daher der Win- 
kel anb=9%", folglich = an’+bn*. Nun ist nach der ebenen Fri- 
gonometrie, wenn Winkel aer= c<%°: 

an? en — Ten.ae.cosc 

en +ae— 
+ae 
(en— ae + ten.ae.sinic 
an’ 
Es ist aber auch = Addirt man Dieses zu Jenem, so: er= 
hält man +bn?—= +4en.aesin’ic, oder 

3(4— B) + 4sin 4.sinB .sin’Z c. 

P) In dem Abdi aber, wenn: ebenfalls Winkel ce <W ($. 16.), 
ist aus gleichem Grunde: 
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— b?+d®—2bi.di + 4bi.di.sintc 
be+4bi,disin?c. 
Da nun und bi.di=sinA sinB ($. 6.), se 
ist auch dd’ —= 4sin?; (4— B) +4sin 4 sin Bsin’4c, mithin auch = ab 
= Ist aber so ist in 
a) an? = 
dagegen in beiden Gleichungen cosc =2sin’3c—1 (welche Formel man 
erhält, wenn man ($ 4. ß.) p=%ec, 9=%c und cos®’Zc —=1—sin’+ c setzt). 
Substituirt man diesen Werth, so erhält man für bd? und «@b? ebendiesel- 
ben gleichen Ausdrücke, daher in allen Puncten dd= eb = NsinzC. 
18. 

In «Fig. 6.) sind die drei Seiten des $. 16. etc. betrachteten Kugel- 
dreiecks in einem grölsten Kreise aneinander gelest, I=be, B=a«c, 
C—=bd'; die Sehnen eb und cf durchkreuzen sich ebenfalls rechtwink- 
dig bei i, und haben, so wie ihre Absehnitte, die $. 6. angegebenen Werthe. 
der Ebene desselben Kreises sei nur 

der Halbkreis g#da mit a, beschrieben ($. 16.). Macht man den 
Winkel d7’d = dem sphärischen Winkel ce, und zieht bd, welches nach $. 17. 
== 2sin?C ist, so schneidet 5d diesen Halbkreis entweder noch einmal in 
4, oder berührt ihn blos (j. 8.). Der Kürze wegen sei Winkel dd’=u, 
Winkel dbi=v, Winkel bik=xr, so ist u+v = die = 180’ —e, 
und 2 =u—v ($9.). Wenn nun Winkel.ce von 0" bis 180° wächst, se 
nimmt x von 150° bis 0’ ab, mithin wie die Differenz oder die Summe 
der 2 übrigen sphärischen Winkel (@—b) oder (@+Db) ($.13.), und ver- 
hält sich nicht wie 180°—(a+b). Da aber, wenn dd den Halbkreis 
blos berührt, x = Winkel ce < 90’ sein muls, und (e+b-+c) > 180", 
so kann x nieht =(e +2) sein; dals aber r=(@a—b) ist, wird $. 20. 
bewiesen. 

ß) Beschreibt man auch mit c’ den Halbkreis c.es, macht den Win- 
kel dife=%' und zieht ef, so ist Winkel e/ze=bid = dem sphärischen 
Winkel c, Winkel eif = 180’— c, und ef schneidet den Halbkreis entweder 
noch einmal in >, oder berührt ihn blos ($. 8.). Der Kürze wegen sei 
Winkel w, efi=xz, fip=y, so sty=w-—2z ($.9.), und w+2z 
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— Winkel cie = dem sphärischen Winkel c. Wenn nun e von 0° bis 180° 
wächst, so wächst auch y von 0’ bis 150°. Es könnte daher y=180’— (a+b) 
sein ($. 13.). Allein wenn ef den Halbkreis berührt, so ist y = 180’ — c 
<_90° ($. 8.) mithin ce >90", indem 90°, folglich auch (« — 5) < 90" ist. 
Es kann daher y nicht = 180’— (a — 5) sein; dafs aber y = 180’— (a +b) 
ist, wird sich $. 20. ergeben. 
19. 

Wenn im A bid (Fig. 6.) der Winkel bid=c>9%0", und im A eif 

der Winkel eif= 180’—c ($.18.) < 90", so ist nach der ebenen Tri- 


gonometrie: 

bda und 

ef? = if+ei — fi.ei cosc. 
Da nun bi.di= fi.ei ($.7. so ist =b 
—=4, wenn der Halbmesser der Kugel =5o=1 gesetzt wird ($.7. «.), 
daher e=4—bd’—=4—4 sin? C ($.17.) =4(1— sin’ 3 
folglich ef= 20053 C. Ebendasselbe ergiebt sich, wenn man Winkel did 
= annimmt. Wird 0)", so wird ef= cf, d.i. 2cos!l — 
2cos 3(4—B); wird ce = 180", so wird ef= fs, d. i. ?!cs!C— 
2cos3 (AB) (vergl. $.15.), und kann kein Kugeldreieck stattfinden. 

Übrigens, da Abid=bi.di.sinbid, Aeif=ei.if.sineif und 
eif=1S0’—bid, so sind die Flächen dieser Dreiecke allemal einander 
gleich ($.7. £.). 

20. 

Um den Beweis, dafs in (Fig. 6.) (@—b) und »=180’— (« +5) 
ist ($.18.), auf einmal geben zu können, ohne mehr Figuren zu bedür- 
fen, scheint folgende Bemerkung nöthig. 
| Wenn man die 3 Seiten eines Kugeldreiecks 4, C, B in dieser 
Ordnung in einen gröfsten Kreis der Kugel einträgt, wie in (Fig. 8.), 
durch die Halbmesser «0 und bo die Linien dan und ck bei e und g 
rechtwinklig zieht, so schneiden sie sich in einem Punecte % und ist 
cg=sinA, de=sinB und Winkel Zieht man rechtwink- 
lie gegen em, macht im =hg und fe=de=sinD, so ist bekanntlich 
/m=cg=sind, Winkel fer = sphär. Winkel @, desgleichen fm h = ;, 
mithin (a -+b). Diese Construction eines solchen Winkel- 
dreiecks hat auch keine Schwierigkeit, wenn 1 Winkel stumpf oder 
1 Seite > 90° ist. 

Crelle’s Journal d. M. Bd.X. 1.2, 19 
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Nun stelle aber das A «be in (Fig. 2.) dasjenige Winkeldreieck vor, 
welches dem bisher ($. 16. etc.) betrachteten Kugeldreiecke zugehört, und 
welches nach der Betrachtung $. 8. allemal palst, indem nach $. 13. 
ist, wenn Darin sei be=sinA, ac= 
cd=sinB, folglich = sin 4— sinB = 
und Winkel @ und d den gleichbezeichneten sphärischen Winkeln gleich; 
daher acb = 10’ — (a+b), m=3(e+b), n=:(a—l) ($.9.). 
Nun ist 


be.sinach bd.sinm 
ab= oder 
sina sinn 
sin.t.sin(a+b) (sin sin B).sin! (a+D) 
= oder 
sina sn; (a—b) 
in C.cosz ( sin3(4—P). ı(4-+-B 
sin _ ) cos1(d-+ folglich 
sin c sin; (@a—b) 
(4 — B).cos3 (A-+B).sinc 
sin! (a—b).cos; (@+b) 


In (Fig. 6.) ziehe man gd und es, so ist Winkel bdg=;r, bed = 


90’ fes=3Y; esf=180’— Nun ist 
ba _2sinz(4— B).cosze 


sinbdg sinsx 
2cos3z(A+B). sinsc 
 sinsef sinz3Yy 


Multiplicirt man beide Gleichungen, so ist 


bd.ef = 2sin 3C.2c033C ($. 19.) = (A-+B)sinc 


sin; x.sinzy ’ 


folglich 
sin ( {—B). cos3 (AB). sin 


sin Ü 


sinzxr.sungy= 


Da aber oben derselbe Ausdruck gefunden wurde, so ist sin,x.sinzy = 
sin2(@ —b).cos 3(@a-+b) = —b).sin(90’—3(@+b)). Da sich nun 
x wie (a—b) und y wie 150’—(@-+-b) verhält ($. 18.), nicht aber x wie 
180’— (@ +2), so muls in allen Puncten folglich 
180’— (a sein. Es ist daher auch v— =180’— (a-+b) und (u—v) 
(a—b) ($.18.). Da endlich a>u, b>v sein muß, so si 
Subtrahirt man beides, so it mithin 
ö=0', d.h. « übertrifft v um eben so viel, als db, v. Die Beweise, dals 

—=(@a—b), y=18S0'’—(a-+bÖ), lassen sich übrigens schöner führen mit- 


telst 2 Constructionen. 
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21. 
Dem gemäls haben die in den Ebenen da und cef liegenden Win- 
kel gegen die sphärischen «, d, c folgende Werthe. Wenn nenilich: 
1) did =c, folglich bad=%c, so ist 
2) aid =1S0’— .c, folglich dag i = te, 
MW, 
4) bık =x—=(a—b), folglich = ($. 20.), 
6) 
8) =v=W 
9) cie =c, folglich cse=%c ($. 18. 
10) = 180’— ec, folglich ecf= 90’ — ec, 
11) ces = WM), 
12) folglich sef= W— 4 (a +2), 
13) cef 
14) esf =18S0’— 
15) ief =zw= WW — (a +b— ec), 
16) fe =z =! a 
22. 

Addirt man von den 4 Winkeln u, v, w, z, je zwei, so findet man 
u+w=1W—b, 6) u+v=180'— ce. 
Daraus folgt uHv+w+z=180', was auch aus der Betrachtung der 
(Fig. 6.) sich ergiebt. Da auch 20 20.) = 180’ — e, 
so ist d=(a+5+c)— 180°, folglich = + Es 

ist daher um Winkel grölser, als u, 5 grölser als 

Aus dem bisher Vorgetragenen lassen sich leicht Methoden ableiten, 
aus 3 bekannten Stücken eines Kugeldreiecks, worin (+ B)<180°, die 
übrigen durch Construction zu finden, welche wir hier der Kürze we- 
gen übergehen. 

23. 

Wenn (4+B)= 180°, mithin (Fig. 6.) «ab durch den Mittelpunct 
o geht, so ist ci=if; daher fallen die Puncte s und f zusammen und 
fs=2c0os3(4+-B) ($.6.) verschwindet. Es wird daher 
(nach $. 21. No. 16. oder 15.) +5)= W’, folglich («a +2) = 1%0', 

19 * 
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und —b)=!(a +b)—b=90°’— b; nach $. 21. No, u=(a—tec), 
v—=b—t%c, mithina=u+3ce=Winkel dda, 
dba-+bad (vergl. $.9. und 11.). 

24. 

In (Fig. 7.) sei acbf ein grölster Kreis einer Kugel, de und 
ac=B zwei Seiten eines sphärischen Dreiecks, so, dafs ({+B)>150); 
ab und cf durchschneiden sich bei 7 ebenfalls rechtwinklig. Die Hülfskreise 
sind mit bi und ci beschrieben, und «5 und cf bis dahin in g und s ver- 
läüngert, daher ag =2sinz (A—D) ($. 6.), fs=2c0s3(A+B). Die übri- 
gen Bestandtheile der Linien dg und cs haben die gleichbezeichneten 
Werthe $.6. Legt man nun an 2 den sphärischen Winkel e = «id, macht 
eid—=%W", und zieht da verlängert bis 4 und dg, desgleichen ef, verlän- 
gert bis > und es, endlich auch 7% und /p, so ist 

1) 3) kig=mx—=(a—b), 
2) 4) sip=y=(a+b)— 180, 
25. 

Die Beweise dieser 4 Werthe können auf ebendieselbe Weise ge- 
führt werden, wie in den $$. 17. 19. 20. bereits geschehen ist. Es wer- 
den daher einige Andeutungen hinreichend sein. 

1) Wenn man (Fig. 5.) eb‘ verlängert und am senkreeht darauf, 
wie auch br zieht, so findet sich in dem rechtwinkligen Aabm, ab’ = 
4 C 4sin’2(4— B)+ 4sin B sin sin’#c. Ebendenselben Werth er- 
hält man auf ebendieselbe Weise ($. 17.) für @d? (Fig. 7.), woraus ad = 
2 C folgt. 

2) Dals ef=Nc0s}(, ergiebt sich eben so, wie $. 19. 

3) Betrachtet man das (Fig. 3.) als das dem gegenwärti- 
gen Falle entsprechende Winkeldreieck, worin ee=sinB, be=sin4 und 
a und b als die gleichbezeichneten sphärischen Winkel angenommen wer= 
den, mithin ecb= (a+b)—150’ ist, mit Rücksicht auf die Betrachtung 
$.10. und $.15., und verführt wie $.20., so findet man für x und y 
(Fig. 7.) die $. 24. No. 3. 4. angegebenen Werthe. 

26. 

Es haben daher die in den Ebenen ddgk und cbspi liegenden 
Winkel folgende Werthe. Wenn nämlich a, db, e die sphärischen Win- 
kel sind, und 

I) dig =c, folglich dbg =%c, so ist 
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2) bid = 180’—.c, folglich bgd=W—Le, 
3) —=M), 

4) kig=x=(a—b), folglich adg = (a —), 
5) db =W— —b), 

6) 

8) =a = +c—b), 

9) 
10) cie =c, folglich cse=X%c, 
11) eis=180’—c, folglich ees = 90’— ec, 
12) ces= 
13) pis =y=(a+b)— 180°, folgl. fes= 3 + 
14) cef 
15) ieef=w=W —3(a+b—c), 
16) efi =z=%(a +b +c)— 90, 


27. 
Wie $. 22, findet sich auch hier 


4) 5) u-w=180’—/, 6) uHv=180—c, 
mithin auch u+v+w-+z=180°. Übrigens ist auch —-w=a, B—-w=b. 

Die Verfahrungsarten, aus 3 bekannten Stücken eines Kugeldrei- 
ecks, worin (A+B)>1S0° ist, die übrigen durch Construction zu fin- 
den, können hier auch übergangen werden, da sie sich aus dem Bisheri- 
gen leicht ableiten lassen. 

28. 

Nach $. 21. 22. und 26. findet sich in allen Fällen, es mag (+ B)< 
oder = oder >180° sein, der Winkel 3=3(«+b+.)— 9%. In (Fig. 6.) 
sieht man, dafs in den, $. 21. und 22. betrachteten Fällen, wo $3(@-+Ö-+.c) 
zwischen 90° und 180° fällt, z nur bis 90°, und wenn (4+B)>> 180° ist, 
nur bis 180° wachsen kann (Fig. 7.). Da also in allen Fällen z< 180° ist, 
so ist sinz allemal positiv. Nun ist zwar sinz=sin (4(@a+b+c)— 90") 
der Größe, so wie dem Zahlwerthe nach, =cos3 (@+5-+c), wird aber 
nicht negativ, weil eine positive Größse dadurch nicht negativ werden 
kann, dafs sie blos einen andern Namen bekommt. Gleiche Bewandnifs 
hat es mit der Function sin (3 (@-+5)— 90°) = (a+Ö), wo 
>90? ist. Denn die Zeichen des Gegensatzes können auf die trigonome- 
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trischen Functionen nur in so fern Anwendung finden, als sie eine entge- 
gengesetzte Lage gegen einander haben. 
29. 
Vergleicht man nun die goniometrischen Werthe der in (Fig. 6. und 
7.) betrachteten Linien ($. 6.) mit den Functionen ihrer entgegenliegenden 
Winkel ($. 21. und 26.) nach dem einfachsten, aber allgemeingültigen 
Satze der ebenen Trigonometrie, und zwar zuvörderst in (Fig. 6.), wo 
(4+B)<180" ist, so erhält man folgende VIII Hauptgleichungen, wofür 
der Halbmesser = 1 angenommen ist: 
1. di.sindid bd.sinu, d. i. 
2 sin C. sin (00° — 3(b+-c—.a)) oder 
sinz 4.cos D.sine 1. 
2. diı.smbid bd.sinv, d. i. 
2c0s# A .sin} B.sine 2sin 1 oder 
cos.z BD. sine 
3. if. sin fie ef.snw, d. i. 
2005 tA4.cosZP. sin ( 1LS0°’—e) 2 C.sin(90’— -+5b—.c)) oder 
c08 5; .2.cos$ D.sine C.cos#(a +5 II. 
4. ei.sineif = ef.sinz, d.i. 
32. sınzBD.sin(150’— ec) = 20083 C.sin($(@a +5 -+c)— 90°) oder 
cos} C.sin;(a+b-+e) W, 
bd.sinadb oder 
2sin$ C.sin(90 + 3(@ —b)) oder 
6. be.sindgb = bd.sinddg, d. i. 
B)sin(90’— 2sin3 C.sin$(@—b) oder 
sin$(4—B)costc = sin$3 C.sin#(@a—b). VI. 
7. ef.smfce = ef.sinfeec, d. i. 
2 (d—B) sin (90’— €) 2cos# C oder 
cos 2(4— B) cos3c cos.3Csin 3(@+b). VI. 
8. fs.sinesf ef.sinfes, d. i. 
cos} (4-+-B)sin (180’—#c) = 20083 C.sin (90’—3(@a+b)) oder 
Die Gleichungen 1. bis IV. scheinen bisher unbekannt gewesen zu 
sein, wenigstens hat der Verf. sie noch in keinem Buche gefunden. Dals sie 
sich durch geschickte Umformung der gewöhnlichen Fundamentalgleichung 


sin 5; 4.sin! D.sine 
9. ab.sindbad 


ı 
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herleiten lassen mögen, bezweifelt er nicht, hat aber aus Abneigung ge- 
gen langweilige analytische Operationen, wenn sie zu nichts Nützlichem 
führen, den Versuch nie gemacht. Die Gleichungen V. bis VIII. sind die 
bekannten Delambre-Gaulsischen. 

30. 

Verfährt man eben so mit den gleichbezeichneten Linien in (Fig. 7.) 
und substituirt die Werthe derselben aus $. 6. so wie die der Winkel aus 
$.26., so erhält man auch für die Kugeldreiecke, worin (4 B)>180° 
ist ($. 24.), ebendieselben VIII Gleichungen ($. 29.), welche hier zu wie- 
derholen überflüssig sein würde. Da nun in beiden Figuren (6. und 7.) die 
dritte Seite C<{ oder >90" sein kann, so ist dadurch die Gültigkeit 
dieser VII Gleichungen für alle Kugeldreiecke bewiesen, 
deren Seiten und Winkel zwischen O’ und 150’ betragen. Die 
Betrachtung aber auf Fälle zu erstrecken, wo Elemente der Dreiecke 180° 
übersteigen, ist aus bekannten Gründen unnöthig. 

31. 

Wenn man aber in dem $. 24. betrachteten Kugeldreiecke die Sei- 
ten mit 4‘, B‘, C’, und die Winkel desselben mit «‘, b‘, ec‘, dagegen die- 
selben Elemente des ihm zugehörigen Supplementar- oder Polardreiecks 
mit 4, D,C, a, b, c, bezeichnet, so ist in (Fig. 7.), wenn be= 4', acc—=BD’ 
ist, af=a, wel der Winkel eif= 
150° — ec’ (8.26. 11.)= und ef=2sinze, folglich ed =2c0s$ c ($. 25. 2.); 
die Linien da und cf aber, nebst ihren Abschnitten und Verlängerungen, 
haben folgende Werthe ($. 6): 

I) 5) bi=1costasin!D, 

2) ag=2sinz(b—e), 6) 

3) ef 7) fi=2sintasintb, 

4) [fs =2cos}(b+a), 8) 
32, 

Die Werthe der Winkel aber, welche auf ähnliche Art, wie oben, 
bewiesen, oder auch nach dem $. 26. bestimmt werden können, sind fol- 
gende. Wenn nemlich: 

1) fie folglich so ist 

2) eic = 180’—C, folglich esse = W—1C, 

3) ces —= 

4) pis=y=180’—(4-+B), folglich fes = W—4(A+B), 


$ 
N 
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5) vef =4(A+B), 

6) ief =w=3(A+B—C), 

efs =HA+B+O), 

8) efi =z=180" 

9) bid folglich bgd C, 
10) dia =180’—(, folglich db g = W—1C, 
11) 9%", 
12) =x=(B—A), folglich adg = 3 (B—A), 
13) W—:(B—A), 
14) 
15) dar =u=3(B+-C—A), 
16) 180’ —2(B+ C—A). 

33. 

Vergleicht man nun die Werthe der Linien, wie $. 29., so erhält 
man auch folgende 4 Hauptgleichungen, worin ebenfalls der Halbmesser 
der Kugel = 1 angenommen ist. Es ist nemlich 

1) ei.sineif = ef.sinz, d.i. 
2costa cos$bsinC = 2sinze oder 
singe sinz(A+B+C) IX, 
2) if.sineif = ef.snw, d.i. 
2sintasin4b sinC sing (4--B—C), oder 
sinlasin3bsnC X. 
3) ail.sinaid = ad.sinv, d.i. 
2sin Ja sin(1S0’— C) sinz(4+C—DB), oder 
sin$ecos!bsinC = coszesinz({+C—B) XI 
4) di.snaid = ad.sinu, d. i. 
2c0s$a sin (180’— C) = sin3(B+C—A), oder 
cosZasinäbsn® = B+C—A) XI. 
Die Vergleichung der Seiten der Dreiecke cef, efs, abd, adg 
giebt wieder die Gleichungen V. — VIII. $. 29. Diese Gleichungen IX. 
bis XII. erhält man eben so auch aus (Fig. 6.). Sie haben daher ehen- 
falls allgemeine Gültigkeit. 
34. 
Die $. 29. und 33. gefundenen 12 Hauptgleichungen für alle 6 Stücke 
eines jeden Kugeldreiecks geben nun, nach Vertauschung der Buchstaben, 
36, welche in ein Verzeichnils zusammenzustellen zweckmälsig ist. Aus 


= 
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ihnen erhält man blos durch Multiplication und Division, mithin ohne ana- 
Iytische Umwege, alle Gleichungen für 5 und 4 Stücke, welche zur Auf- 
lösung der Kugeldreiecke erfordert werden, so wie sie zur Anwendung 
der Logarithmen unmittelbar brauchbar sind. Durch Division nemlich er- 
geben sich daraus 36 Gleichungen für 5 Stücke, worunter die 12 Ne- 
perschen Analogien. Durch Multiplication der Gleichungen nach I1.— IV, 
und IX.— XII, erhält man 12, und daraus wieder durch Division noch- 
mals 12, mithin 24 Gleichungen für 4 Stücke. Aus ebendenselben 8 Glei- 
chungen findet sich nach Vertauschung der Buchstaben bei zweckmälsiger 
Wahl durch Division die Gleichung sin 4 sind = snBsina, nebst den 2 


ähnlichen. Daher erhält man im Ganzen für 6, 5 und 4 Stücke 99 Glei- 


chungen. 
35. 


Wenn es in Hinsicht der Gleichungen $. 33. blos darauf ankommt, 
die Formeln für 3 Seiten und einen Winkel zu erhalten und zu bewei- 
sen, so kann es auf kürzere Art so geschehen, dals man die $. 31. ange- 
wendete Eigenschaft des Supplementardreiecks nicht bedarf. Um hier 
nur das kürzeste Verfahren mitzutheilen, seien die Bogen eines gröfsten 
Kreises (Fig. 8.) adb=(, ad=B, dl=4A. Zieht man bp durch «ao, 
/g durch do reehtwinklig, so schneiden sich diese Linien in /, und es 
ist der Winkel big=pil=D, wie auch Bogen ag pd= 
(C—B), daher pp =ag+ad+pd=A+C—B, pl=A+B—C, folg- 
lich Winkel pg=3(4A+B—C), bg=B+C—A, folglich Winkel = 
1(B+C—A) Ferner ist ir=brcose =sinC cosa, folglich 

bi=br-+ir=sinC-+sinC cose = sin C(l+cose) = sinC.?cos’Ia, 
indem 90", und 
pi=pr—ir=sinC —sin Ccosa = sinC(l— cosa) = sin C. sin? za. 

Zieht man endlich pr und bs rechtwinklig gegen 92 und substituirt 

die gefundenen Werthe, so ist 
1) bs=bi.sindis=bl.sinbls, d.i. 

2sinB,sin C.cos® folglich 

sin 
sinBsinG 
2) pr = pi.sinpin= pg.sinpgn, d.i. 
= = (4+C— B)sn} A+B—C), folglich 
sin2(4+C — I+B— 
sin B. sin 

Crelle’s Jownal d. M. Bd. X. Hk. 2. 20 


cos? za 


co’ = 
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Wenn 1 oder 2 Seiten, als 4 und €, gröfser als 90° sind, so legt man, 
um den Beweis auf ebendieselbe Art zu führen, die Ergänzungen der- 
selben zu 150° an D, es mag B<Z oder >90’ sein. Andere Beweise 
lassen sich auf die Eigenschalten der Figur 1. gründen, welche vielleicht 
eleganter scheinen dürften, aber hier der Kürze wegen übergangen wer- 
den müssen. 

36, 

Mittelst der aus obigen XI. Hauptgleichungen hergeleiteten ($. 34.) 
lassen sich nun zwar alle Fälle lösen, welche bei der Anwendung vor- 
kommen, selbst die zwei, wo man zweimal zu rechnen nicht vermeiden 
kann. Nemlich: 

@) Wenn 4, DB, ce bekannt und C zu suchen ist, so lüfst sich mittelst 
der Neperschen Analogien zuvörderst entweder 3 (@-+b) oder 4(a—5) 
berechnen und zC nach einer der Gleichungen V.— VIE. ohne Zwei- 
deutigkeit finden. 

ß) Wenn a, 5, C bekannt und e zu suchen ist, erhält man auf eben- 
dieselbe Weise 2(4+DB) oder 3(4— DB), und dadurch %c. 

Es haben aber bekanntlich Mollweide *) (1816) für jenen («.), 
Joh. v. Sniadecki**) (1817) für diesen Fall (2.) besondere Berechnungs- 
arten mittelst Hülfs-Bogen oder Winkel angegeben; allein sie sind aus 
Gleichungen abgeleitet, deren allgemeine Gültigkeit nicht bewiesen ist. 
In so fern solche Hülfswinkelformeln nöthig oder wünschenswerth sein 
sollten, mögen für besagte Fälle hier auch einige angegeben werden, 
welche auf allgemein bewiesenen Gleichungen beruhen, dieselben 
Vortheile gewähren und an Kürze jenen nicht nachzustehen scheinen. 


37. 
Für den ersten Fall ($. 36. &.) ist nach $. 17. und $.25. sin} C= 
sin®2(4—BD)+ sin 4 sinB sin’) c, daher auch 


1) = sin ]- 


sin.ZsiuB sin? 
Setzt man tang”®, so erhält man 


n3(1—B 
singe = (1) 


*) Zeitschrift für Astronomie I]. S. 459. 
#*) Sphärische Trigonom. a. d. Pol. übers. von L. Feld. Leipz. 1828. |. 8. S. 27. 
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3) Weil 1—sin’3C= cos’}C, so ist 
= cos’3(4—B) — sin 4 sinB sin® c. 


sin.Z/ sin Bsin?äc 
Setzt man (dB) 


co®3(A—DB), so ist 

co83C = (4—B)cos®. 

3) Wenn man in den Gleichungen $. 17. cose = 2cos $c—1, 

wenn e< 90, =1—Ncos’zc, wenn c>90" ($.4.), so erhält man 

sin’ = sin’ 3(4+ B) — sin 4 sin D c, 
sin 4 sin Bcos? Ic 
sin’3 (4-4 

sinZC= sin3(4+D)sin®. (II.) 

4) Da sinAsinB cos’3c, so ist, wenn 

sind sinB cos?}c 


cos®?2(4+B) 


= sin’, weil allemal sin 4 sin 4c > 


Setzt man so ist 


= cotang’®, 
cosz (I+B) 


sin p 


cos!l = (IV.) 
38. 
Wenn man in (Fig. 7.) die Werthe von ef und ad in Beziehung 
auf $. 31. auf ebendieselbe Weise entwickelt, wie $. 17., so erhält man 
1) cosce = sin’3(@a—b) + sine sind cos®?tC. 


. sinasinbcos?’1C 
Nun = 


= olj 
folglich 


sini(a—b) 
siny 
Verfährt man ferner wie $. 37., so ist 
2) sin’3c = cos®’7(@—b) — sine sin 5 cos? 
%, folglich 
sin!c = (I.). 
3) cos®3c = sin’3(@a+ 5b) — sine sind sin’i C, 
sinasinbsin’3C _ 
cos!c = (III.) 
4) sin®!c = cos®’3(a-+b) + sine sind C, 


sin a siod sin?2 C 
cos?3(a+b) 


(1) 


= 


tang’y, folglich 


(aJ-b 
sinic = (IV.) 
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39. 

Wiewohl für specielle Fälle, wenn nemlich Seiten und Winkel 
= 90’ oder =60' oder = 45" etc. oder einander gleich sind, jene Glei- 
chungen $. 29. und 33. manche Verkürzungen erhalten, so könnte der hier 
vorgetragenen Behandlungsweise der Kugeldreiecke die Einwendung ge- 
macht werden, dals dadurch die bekannten, sehr nützlichen 
Formeln für solche, worin 1 Seite oder 1 Winkel, oder 
mehrere zugleich, =90' sind, nicht erhalten werden. Um 
dieser zu begegnen, sei hier noch beigefügt, auf welche einfache und zu- 
gleich anschauliche Weise jene Formeln bewiesen werden können, 

40. 

In (Fig. 9.) mögen die Seiten B=cea, 
bd sein. Zieht man d/ durch 50, @f durch co, pg durch ao rechtwink- 
lig, so schneiden sich d/ und af in A rechtwinklig, pg aber die Verlän- 
gerung von bo so, dals Winkel okm=B, es mag B<{ oder > 90’ sein. 
Schneidet man mit gf=gd=sinC, und macht /i=he=sinB coosc, 
so ist if=sinB und Wiukel fgi=b, gif=c, daher in dem Afgi 
sinBsine=sinCsind. Zieht man 4 senkrecht gegen pg und macht 
mn=mg=— sinC, so ist Winkel gm =a, km=sinCcose, in=sinb; 
übrigens on =cosC=go und eo=cosB. Daher ist (für den Halb- 
messer —1) 


l) Än= mn.sinkmn, d.i. 
sind = sinB sine ; 

gomhe, &: 
cosC sinB cosc, folglich, da = mer}, 


since 
3) cotC = sind ccote, desgleichen 
cotD = sinc cotb; 

4) om = km.tangokm, d.i. 

sinCcose tangD, oder 

cot CcotB = cosa. 
5) Aus No. 4., 1. und 3. folgt 

cosB = cote tange, und aus 3. und 4. 
6) cosa = cosb cosc. 


41. 
Für ein rechtwinkliges Kugeldreieck sei (Fig. 10.) ebenfalls ein 
grölster Kreis, worin 5c—= 4 die Hypotenuse, e=(, ad=B dieKa- 
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theten. Zieht man ce durch 50, dk durch «o rechtwinklig, so liegt der 
Durchschnittspunct dieser Linien % bekamntlich in @o, und ist cg = sin A, 
go=coA, gh=sindcosb, dA=sinB, ho=cosB. Zieht man hf 
senkrecht gegen ge und macht gf:=cg=sinA, so it AJf=dh=sinB, 
Winkel fgA=b und =a=%0", Daher 
Af=gf.sinfgh, d.i. sinB= sinA sind; 
2) go=ho.cosgoh, d.i. cos = cosB 
3) gh= go.tanggoh, d.i. 
sind cosb = cos AtangC, oder tangA cosd tangC; 
4) gh=ho.singoh, d.i. 
sind = cosB sinC, oder, da sin (1.): 
sinC, 
sınc 
5) cosb=cosBsinc, wie auch (5 und c vertauscht) 
cosc =cosCsind; woraus durch Multiplication und Substitution 
aus No. 2. 
6) cotbcote = cosA. 

Wenn 4 und DB oder >90” sind, so ergeben sich diese Formeln eben 
so leicht, wenn man die Ergänzungen derselben zu 180° in den Kreis trägt. 
42, 

Dafs endlich nach der in diesem Aufsatze angedeuteten Methode alle 
Aufgaben der sphärischen Trigonometrie sehr einfach durch Construction 
gelöst, und dabei auch die Winkel auf ebendenselben gröfsten Kreis reducirt 
und in demselben mit den Seiten verglichen werden können, bedarf kaum 
der Erwähnung. Darauf hier weiter einzugehen, erlauben die Grenzen nicht, 
in welchen sich diese Abhandlung zu halten hat, und wegen welcher darin, die 
völlige Bekanntschaft mit dem gegenwärtigen Zustande der Trigonometrie 
voraussetzend, Vieles ohne Erörterung hingestellt ist. Sollten die hier mitge- 
theilten Ansichten der Beachtung nicht unwürdig befunden werden, so wird 
es leicht sein, nicht nur überhaupt die Sachen vollkommener zu gestalten, 
sondern auch für einzelne Sätze strengere und elegantere Beweise zu liefern. 
Da eine mit Schwierigkeit neu gebrochene Bahn, womit der Verf. seine Me- 
thode vergleichen zu können glaubt, wenigstens ist er darin keinem Vorgän- 
ger gefolgt, nicht sogleich die wünschenswerthe Ebenheit und Bequemlich- 
keit zu haben pflegt, so hofft er, wegen Mangelhaftigkeit um gütige Nachsicht 
und freundliche Zurechtweisung bitten zu dürfen. 


tang B = sinC cotb; und, weil sin A= 
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10. 


Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im vorigen Hefte.) 


(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Göttingen.) 


B. Verwandlung gegebener Kettenbrüche in andere, sowohl der endlichen als 
der unendlichen, 


17. 


Es rurde schon früher ($. 2.) an einem Beispiele gezeigt, dafs mehrere 
Kettenbrüche, die nicht identisch sind, einander gleich sein können. Es 
sollen nun hier die erheblichsten Methoden gegeben werden, vermittelst 
welcher man einen gegebenen Kettenbruch, seines Werthes unbeschadet, 
in einen andern verwandeln kann. Der Nutzen solcher Verwandlungen 
wird sich beim späteren Gebrauche von selbst ergeben. Der Raum-Erspa- 
rung wegen soll aber von jetzt an in den meisten Fällen eine andere Be- 
zeichnung für die Kettenbrüche angewandt werden; nemlich statt der frü- 
heren Bezeichnungsart: 


schreibe ich jetzt: !(a,a„)—=F(e-+b,:a,+b,:a,ete.), wo also immer 
zwischen einem Theilzähler und dem dazu gehörenden Theilnenner zwei 
Puncte stehen. Sollte ein Theilzähler oder Theilnenner schon ein Bruch 
sein, so wird er auch in Form eines Bruches geschrieben. Wäre z.B. 


b 
der Bruch © + 3, gegeben, so würde dieser Bruch nach der neuen Be- 
I 4 
Az 


. b a 
zeichnung, wie folgt, ausgedrückt werden müssen: 7’ (a + 2, +5, : 22 ete.) 


Sollte ein Theilzühler oder Theilnenner aus mehreren, durch + verbun- 


denen Gliedern bestehen, so werde ich ihn, wenn Zweideutigkeit ent- 
stehen könnte, in Klammern einschlielsen. 


| 
| 
etc. 
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18. 

In jedem Kettenbruche Fa, 0„,,) kann man, seines Wer- 
thes unbeschadet, einen Theilzähler, den darauf folgenden 
Theilnenner und den auf diesen folgenden Theilzähler mit 
einem und demselben beliebigen Ausdrucke multipliciren 
oder dividiren. Für endliche Kettenbrüche ist der Satz schon früher 
bewiesen worden ($. 10.); es ist aber leicht einzusehen, dafs er auch 
für unendliche gilt, wenn man den Werth des unendlichen Kettenbruchs 


F (any, Am) = — setzt, weil am angeführten Orte über die Werthe von 
s und £ gar nichts Näheres bestimmt worden ist. Hierdurch erhält man 
ein Mittel, Kettenbrüche, deren Theilzühler oder Theilnenner Brüche sind, 
in andere zu verwandeln, deren Theilzähler oder Theilnenner keine Brüche 


enthalten. Es sei z. B. der Kettenbruch 4= 7 (2 + “2 
so ist 


4 


2 


Man sieht, dals auf diese Weise alle gebrochenen Theilzähler und Theil- 


nenner weggeschafft werden können, den ersten Theilnenner — jedoch 
ausgenommen. 
19. 

Da der Werth eines Kettenbruchs derselbe bleibt, wenn man zwei 
auf einander folgende Theilzähler d,„, d,.}, und den dazwischen liegenden 
Theilnenner «,, mit — 1 multiplicirt, so kaun man jeden Kettenbruch mit 
negativen Theilnennern in einen andern verwandeln, der nur positive Theil- 
nenner enthält, den ersten Theilnenner ausgenommen, der sein Vorzei- 
chen behält. Es sei z. B. der Kettenbruch 


a; ete.) 
= a, etc.) 
= a, etc.). 
Sind aber die Theilnenner eines Kettenbruches alle positiv, so ist es leicht, 


so ist 
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die etwa darin enthaltenen negativen Theilzähler wegzuschaffen, und so 
den Bruch in einen anderen zu verwandeln, der nur positive Theilzähler 


und Theilnenner enthält. Denn es ist allgemein 
b 


Ina bm 

wovon man sich leicht überzeugen kann, wenn man beide Brüche in ge- 
wöhnliche verwandelt. Will man also den Kettenbruch 

F(a—b:a, 
in einen anderen verwandeln, der nur positive Theilzühler hat, so setze man 
also {= 
nun setze man R=F(—Ö,;: a, etc.), also 
und Z=F([fe und 
eben so findet man = 
(a, —b,—1) +1:14+5,: (a, —b,—1) etc.). 
Dieser Bruch wird daher nur positive Theilzähler und Theilnenner ent- 
halten, wenn nicht etwa irgend ein Theilnenner «,, kleiner ist als d„4.« 

20. 

Ein Kettenbruch, der gebrochene oder negative Theilzähler oder 
Theilnenner enthält, kann also zuerst nach ($. 18.) in einen andern ver- 
wandelt werden, der nur ganze Theilzähler und Theilnenner enthält, die- 
ser wieder nach ($. 19,) in einen andern, der nur positive Theilzähler und 
Theilnenner hat (den erwähnten Ausnahmefall bei Seite gesetzt); nur 
der erste Theilnenner könnte gebrochen oder negativ sein, diesen brauchte 
man alsdann nur auf die andere Seite zu bringen, um auf der einen Seite 
einen Kettenbruch mit blos ganzen positiven Theilzählern und Theil- 
nennern zu haben. Hierdurch ist eine frühere Behauptung gerechtfertigt 
(vergl. $. 11.). 


Um 


21. 
Will man einen Kettenbruch mit einer Zahl x multipliciren, so 
braucht man nur den ersten Tbeilzähler und Theilnenner mit x zu mul- 


tiplieiren. Ist z. B. der Kettenbruch A=a+z: gegeben, wo AR wieder 


die Summe eines Kettenbruchs ausdrückt, so hat man x. 4=r.e+r. 2; 
ist der erste Theilnenner =0, so braucht man nur den ersten Theilzähler 


mit x zu multipliciren. Will man einen Kettenbruch mit x dividiren, so 
dividire man den ersten Theilnenner, und multiplicire den zweiten Theil- 
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. und zweiten Theilnenner mit x. Ist z.B. der Kettenbruch 4— 


4 b, 
so ist — Sei num R=atp5 so ist 
A a b 
x 
22. 


Ist in einem Kettenbruche 7a, @„4„) ein Theilzühler d),=0, so 
bricht der Bruch bei 2, ab, wenn F'(«@„, @„+,) nicht =0 ist. Hat man 
=F(a+b,:a, +0:a, etc.), und ist F(a,, @,„4,) nicht = 0, 


so ist I’(a, an4,)=@+—-. Man darf aber nicht unbedingt behaupten *), 
ı 


dafs, wenn ein Theilzähler d),=0 ist, alle folgenden Glieder, des Wer- 
thes des Bruches unbeschadet, weggelassen werden können, weil es mög- 


lich ist, dals auch 7 (a„, = 0 ist, und alsdann -; Ainen 
bestimmten Werth haben kann. Dafs solche Fälle wirklich vorkommen, 


wird sich später zeigen. 


23. 
Ist ein Theilnenner = 0, so lüfst sich der Kettenbruch zusammen« 
b 
ziehen. Hat man z.B. Fa, a„) = «a , so ist 
F (a, , 4m) 
b, B,. , au) 
I(a, 4.) + F(a,;, Gm) + b, ’ 
b b,.b 


an)” 


und da Z/(a,,«,) = so ist 
b,.a 
F(a,o,)=a+-, b,.b, 
24. 


Aus $. 7. ergiebt sich eine Methode, jeden Ketienbruch in einen 
andern zu verwandeln, der weniger Theilbrüche als der erste enthält, 
Ks wurde nemlich dort gezeigt, dafs 


F (am; A, Din 
F (an, . a, » tom a, QAın—2 


ist, oder 


*) Diese Behauptung findet man z.B. in Eytelwein’s Analysis Bd. 1. 3.275. 
Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Hit. 2. 2] 
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(a, I (a, m+n) ’ + F (a, Amtn) bn q, 
(a, Om+n) An, bin = 0, 
und wenn man alle Glieder mit «@,, e„_, dividirt: 
Q,, Am—ı 
— F (Q, — Omi 9, 


Amn—ı 


Hieraus folgt 
(a, — F (a. X (Any Amtn) Om» 


Am-—ı 


A, a a a,a a Am—ı —a Om— 


Am—ı Am—ı (a, Am-ı)” f 
Nun ist A, Az Amar Am = b, ($. 8.), also 
1. I (a, Amtn) (a, > a 
(a, ,am-ı)” (br F(am; 
Am—ı 


folglich ist auch 


(Am+ı (ber . F (am, 


Am+ı9, Aam—ı 


also 
Amt) = 
| + Am-2 .... Dam 


a a m- N 
’ 


F (Aymy @y4,) Könnte man wieder auf ähnliche Weise wie (1.) und (2.) 
verwandeln, und man sieht leicht, wie sich der auf diese Weise erhaltene 
Kettenbruch weiter fortsetzen lälst. Der ganze Ausdruck lälst sich aber 
noch sehr vereinfachen. Zuvörderst bemerke man, dafs überhaupt, wenn 
s irgend eine ganze Zahl bedeutet, 


Asm+ı3, As+ı)m-2 
( I(s+ı)m-ı (s+ı)m ( (s+tı)m > m-fn) 


vorausgesetzt, daß m--n>(s+1)m ist. Ferner setze man 
Asm+ı, As+ı)m-2 
Usm+ı, &(s+ı)m-ı 
Aus (3.) und (4.) folgt 


(Asm+ı, + Flacstıym » an+r)) 
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und daher 


+Z 
Astıymtı, Aste)m-ı 
Substituirt man diesen Werth in (5.), so hat man, nach gehöriger Reduction: 
Z, = 
A(s+ı) m—ı 
oder (nach $. 7. Form. D.): 


7 zZ 1 ( b,m+ı stı)m+r, ) 
Aus (6.) folgt 
a, Am—ı 
(a, Gar) = Flo, = +3; 


a, , Am—ı 


also, nach (7.): 


Für Z, kann man nun wieder seinen Werth aus (7.) substituiren, und man 
sieht, wie auf diese Weise der ganze Kettenbruch fortgesetzt werden kann. 
Man erhält alsdann: 

8 ou.) = 


a Din» Ayntı, Aam—ı 
Am-ı 


...Dom: A,, Arn-ı +» Aam+tı, Am-ı 


Am-ı 


bam+ı Amz+ı, Agm-ı » Aim-ı 
Am+ı, 


Aym+ı, Aim-ı 


Aymt+ı, 
Wäre der erste Theilnenner so wäre a, = b,.4,, @„_, und 
1 


Am-ı 
woraus sich dann wieder der ganze gesuchte Kettenbruch entwickeln läfst. 
Betrachtet man die Formel (8.) mit Aufmerksanıkeit, so sieht man, 
dafs sie so viel Theilbrüche enthält als man Gruppen a@,, @„_,5 
u.8s.w. hat. Im ursprünglichen Bruche Fa, @„+.) sind aber von «,, bis 
@y+,, letzteres nicht mit eingeschlossen, 2 Theilbrüche, eben so viel von 
DIS U.8. Der Kettenbruch (8.) enthält daher mal weniger 
Glieder als der ursprüngliche, wenn man den ersten Theilnenner @ nicht 
mitzählt. Übrigens folgt aus $. 8., dafs man in den vorhergehenden For- 
meln die positiven oder negativen Zeichen nehmen mufs, je nachdem die 
Anzahl der in a, «„-, enthaltenen Theilzähler gerade oder ungerade, d.h. 
je nachdem 2 ungerade oder gerade ist. 


21* 
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Die Formel (8.) ist besonders dann bequem, wenn der Kettenbruch 
F (a, @,„+„) so beschaflen ist, dafs nach einer Anzahl von 2 Theilbrüchen 
dieselben Theilzähler und Theilnenner in derselben Ordnung wiederkehren, 
so dals 


b, “... = .... ... etc. ist, 
Alsdann ist 


An—ı 
— 


+— 
_'_ ? 
Aam—ı Elc. 


ist ($. 7. D.), aber nach der Voraussetzung 


1 


Am—ı 


oder (nach $. 18.) 


1 
9. (a, — 


a, , Am—ı 


etc.) 


Es sei z. B. der unendliche Kettenbruch 7(2:3+2:3-+2:3 etc.) 
gegeben, und man habe nm =3 gesetzt. Weil hier der erste Theilnenner 
— 0 ist, so ist @, und @,, @„_, der Nenner, 
der Zähler des Bruches abo ferner 
ist =a,=3, der Zähler des Bruches 3 + EN 
also = 39, und r=45, auch folglich F(e, a,4n) 
— etc... Würde man für 2 eine andere 
Zahl annehmen, so würde man natürlich einen andern Ausdruck erhalten. 
Man kann aber auch für den Werth »z=3 noch andere Ausdrücke er- 
halten. Man verwandle z. B. zuerst den Kettenbruch #(3+2:3+-2:3 etc.) 
nach Formel (8.), so erhält man 7; #(39+8:45+8:45 etce.), also 

FN2:3+2:3+2:3 etc.) = F(39 +8:45 48:45 etc.) = 

F(22:39+8:45 + 8:45 etc.), 
und es lielsen sich auf ähnliche Weise noch ähnliche Verwandlungen des 


| 
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Kettenbruchs #(2:3-+2:3-+2:3 ete.) bewerstelligen, der, wie später er- 
hellen wird, eine Wurzel der Gleichung +32 — = 0 ist. 

Noch ist der Fall merkwürdig, wenn die Theilzühler und Theil- 
nenner in derselben Ordnung wiederkehren, jedoch mit Ausnahme von 
Amy Ay die unter einander ungleich sein 
sollen. Ist also 2<{m, so hat man auch in diesem Falle allgemein 
= Army etc. Ferner ist ($. 7. Form, D,) 

Krtoym-ı 
und, da nach der Voraussetzung 
wenn man den in den Klammern eingeschlossenen Ausdruck = (), setzt; 
folglich geht der Ausdruck (7.) in folgenden über: 


Es ist auch 


Setzt man d,.4137m = Derzuymtı, SO bleibt der Werth von (), derselbe, wenn 
man die wiederkehrenden Theilzühler und Theilnenner in umgekehrter 
Ordnung nimmt *), da a,, an, = 4,5 statt a,, a„_, hätte man 
A,, und statt a,, hütte man a,„_., a;, ($. 4 Form. €.). 


Setzt man also a„4,) = (a, so wird der un- 


a, Am—ı 


endliche Kettenbruch, in welchem die wiederkehrenden Theilzüähler und 


Theilnenner in umgekehrter Ordnung vorkommen, 


1 


also der Unterschied der zwei unendlichen Kettenbrüche 


b 


b, b, 


D, 


aı Am—ı 


D. h. dafs man statt F(a + b,:a, 4 b,:a, am-ı + am etc.) als- 
dann F(a + b,: Am-ı b,:a, eic.) hat, 


_ 
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Der Unterschied der beiden unendlichen Kettenbrüche 
und Ama te tb: tb +b,:a, etc.) 
ist also dem Unterschiede der zwei endlichen Kettenbrüche 
gleich, und von den veränderlichen Theilnennern unabhängig *). 

23. 

Bei allen im Vorigen gezeigten Verwandlungen der Kettenbrüche in 
andere, wurde der Kunstgrifl angewandt, dafs man einen Theil des Ket- 
tenbruchs als summirt betrachtete, diese Summe durch einen Buchstaben 
ausdrückte, und durch die Verbindung dieses Buchstabens mit den übrigen 
Gliedern des Kettenbruchs neue Ausdrücke fand. Auf ähnliche Weise 
lassen sich Kettenbrüche vielfältig in andere verwandeln; hier sollen nur 
noch folgende Verwandlungen erwähnt werden. Es sei der Kettenbruch 
(a, a„) gegeben; man setze Z(a,,a„)=R, so ist | 


b, b,.b, 
(a, Ay) =a + 
wie man durch Reduction leicht findet. Nun sei F(a,,a„)=R,, F(a;, a) 


—R, etc., so ist 
b 
F (a, Ay) == a+ 


a, b,, 
a, 

b b,.b 

a, a.b,ta, R,’ 
b 


a,.b, 


Eben so könnte ‚nan wieder A, durch Hülfe des Ausdrucks 7, verwandeln. 
Befreit man alsdann den erhaltenen Kettenbruch von gebroehenen Theil- 
nennern (nach $. 18.), so hat man 

I(a,a,) = 


F(a (a.b, a,) a. + + etc.). 


Aus $. 18. folgt, dafs man jeden Kettenbruch in einen anderen verwan- 
deln kann, dessen Theilzähler alle =1 sind. Denn hat man den Ket- 


*) Man vergl. Euler in den Comm. acad. Petrop. T. IX. p.123f., und Moe- 
bius ia Grelle’s Journ. für d. Matlı. Bd. Vl..p. 226 E, 
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tenbruch F(a, a„)=F(a-+b,:a,-+b,:F(a,. a,)), so ist dieser = 

1 2.6, b,.b, 
Flat 1:5: + 72: 1:5: 
da F(a,,a„)=F(a,+b,:F(a;, a,„) ist. Es ergiebt sich hieraus von selbst, 


auf welche Weise diese Verwandelung fortgesetzt werden kann. 
Aus $. 19. 


Man kann also nach dieser Formel den Theilbruch + aus jedem Ketten 

bruche wegschaffen. Durch Wiederholung desselben Verfahrens kann man 

auch mehrere solcher Theilbrüche, die aufeinander folgen, wegschaflen, 

jedoch lälst sich die Reduction alsdann bequemer nach $. 24. ausführen. 
Man bemerke noch folgenden Ausdruck : 


—c—1?’ 


a 


a 


von dessen Richtigkeit man sich durch Reduction überzeugen kann. 
26. 


Aus Fa, a,„) kann leicht der Werth von rn gefunden werden, 

denn es ist mr 

ist so ıst 

F(a, an) b, 

oder, weil F(a,a,)=a+ 
1 b, b, 
F(a, a) — 5, b, 
27. 


Die zwei unendlichen Kettenbrüche 
F(arzata:a +a :a,+a,:a,ete.) und a;:a, etc.), 
die bezüglich 4, B heilsen sollen, sind für jeden Werth von a, a,, a, etc. 
— Br Denn nach $. 18. ist 


A=Ffa.Q:a. = a,ete.)=F(a, :a ta, :a, +a,:a,+a,:a, etc.) 


2 3 


164 30, Stern, Theorie der Kettenbrüche. 


Man sieht, wie auf diese Weise allmählig der Kettenbruch 4 in den Ket- 
tenbruch DB verwandelt wird *). 


Andere Verwandelungen werden sich noch später darbieten. 


C. Verwandelung der Kettenbrüche in Reihen. 


28. 

Oft kann es nützlich sein, einen Kettenbruch in eine Reihe zu ver- 
wandeln, besonders wenn man den Werth des ersteren erforschen will. 
Die einfachste Methode, eine solche Verwandelung zu bewerkstelligen, ist 
folgende, Ks sei der endliche oder unendliche Kettenbruch F(a, a„) ge= 
geben. Man setze | 

—F la, am) FF la, am) —F (a, 
Nun ist 


D .b 


b, . b, b, etc. ($ 8.); 


I (a,a,)—F(a,a,) = 
1273 


also 


(a,a,„) = b, + b, .b,.b, 


Diese Reihe wird endlich oder unendlich sein, je nachdem es der Ketten- 
bruch ist. Nimmt man statt der ganzen Reihe nur einen Theil der zuerst 


hervortretenden Glieder, z. B. bis zum Gliede + —— 7 


so folgt 


a5 
aus der Darstellung, durch welche die Reihe gefunden wurde, dals mau 
alsdann statt Fa, a,) den Werth von F(a,a,) findet. Die angenommene 
Reihe wird also um eben so viel von F'(a, a„) unterschieden sein, wie 
F(a,c,), und man findet diesen Unterschied nach $. 8. 

Ist 7a, a) ein Kettenbruch von der in $. 11. angegebenen Be- 
schaffenheit, so ist jeder spätere Näherungsbruch dem wahren Werthe 
nüher als ein vorhergehender, folglich wird auch die entsprechende Reihe 
sich dem wahren Werthe desto mehr nähern, je mehr Glieder dersel- 
ben °°) man zusammen nimmt, das heilst: die Reihe wird convergiren. 


®, Einzelne hierher gehörende Fälle, wie z.B. F(1:14+1:2+2:3 etc.) =F(2:2+3:3 etc.) 
hat schon Euler auf verschiedenen Wegen gefunden. 


**) Und die bierdurch entstehenden Werthe werden abwechselnd grölser oder klei- 
ner als der Werth der ganzen unendlichen Reihe sein (S, 11.). 
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Der Unterschied der aufeinander folgenden Näherungsbrüche wird immer 
kleiner, je weiter man in der Rechnung fortgeht, folglich wird auch der 
Werth der Glieder in der Reihe immer unbedeutender. 

Zur Erläuterung diene folgendes Beispiel, welches zugleich zeigt, 
wie man durch solche er den Werth eines Kettenbruchs 
finden kann. 

Es sei der Kettenbruch F(1:1+1:1+4:1+9:1-+16:1 etc.) 
(wo die Theilzühler die Quadrate aller ganzen Zahlen, die Theilnenner 
alle =1 sind) gegeben, so ist a=0, =1; a,a,=6; 
— 2... 4... Dies ist bekamnt- 
lich der Anfang der Reihe, die den Logarithmen von 2 ausdrückt; dals aber 
der gegebene Kettenbruch wirklich = log? ist, läfst sich, wie folgt, zei- 
gen. Es ist allgemein a,, a, = Ay + ($. 6.), also im 
vorliegenden Falle a, , a„ = a, , an + (m —1)” (a, , a„_,). Ist daher «a, , 
—=(m—1)(a,, soist auch a„ = m.a,, a„_,; nun ist aber wirk- 
lich =3.4,,=3.2; a,a,=4.a,a,=4.3.2, also überhaupt 
Lyalm—=1.2.3....7M. Das mte Glied der entstehenden Reihe ist also 

1 
welehes auch das n'“ Glied der Reihe, die den log? ausdrückt, ist. 

Würe der Kettenbruch #(1:1+1:2+9:2-+25:2 ete.), wo die 
Theilzühler vom zweiten an die Quadrate der ungraden Zahlen nach ihrer 
Folge, die Theilnenner vom zweiten an, alle =2 sind *), gegeben, so hat 
man hier ,=1,b,=1, ,= (1+1.2)%, 2), =(1+2.2)* und allgemein 

= (?m—3). Ferner ist a=0, a,a,=3; 


*) Bei dem häufigen Gebrauch solcher Keitenbrüche, deren Theilglieder einem 
bestimmten Gesetze folgen, wäre es gut, sie durch eine besondere Bezeichnung anzu- 
deuten, durch die das Gesetz sogleich erkannt würde. So z. B. könnte man den vor- 


liegenden Kettenbruch durch an F[1:1-+(2x-+1)?:2] andeuten; eben so könnte der 
Kettenbruch F(1:1#1: 1+4: 149: 1++-16:1 etc.) durch x F[1:14-x°:1] ange- 


1— 
deutet werden, indem hierdurch Ar wird, dafs man im ersten Falle für & nachı 


einander die Werthe 0,1, 2,3, .... im auraiihn die Werthe 1, 2,3, .... setzen soll. 
Crelle's Journal d. M. Bd,X. Hit. 2. 22 
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aber =3;5 4, 0a, =T7.ar, a,, also überhaupt o,, «,, 
—3.5.7....(?m—1); das »:' Glied der dem Kettenbruch entsprechen- 


3?.5°,...(2m —3)? 
den Reihe ist daher und die ganze 
Reihe = wo = die Ludolphische Zahl bedeutet, 


wie bekannt. 
Mann kann die Reihe (#.) auch in eine andere verwandeln, die 
nur positive Glieder hat, wenn man immer zwei auf einander folgende 


Glieder, deren erstes das + Zeichen vor sich hat, addirt. Die Reihe wird 


alsdann —= 
b,(a,,a,—b,) b,.b,.b,(a,,a,--b,.a,,a,) 


Andere Methoden, Kettenbrüche in Reihen zu verwandeln, wird das fol- 
gende Capitel darbieten, 
29. 

Jede Reihe, die unter die Form der Reihe (-7.) gebracht werden 
kann, so dals @,, @,....6b,, b2.... ganze positive Zahlen sind, wird con- 
vergiren, weil man jede Summe eines Theils ihrer ersten Glieder als den 
Wertli eines convergirenden Kettenbruchs betrachten kann. Sind daher 
ganze positive Zahlen, und man setzt y’.y+x,.m, 
— 4, so wird jede Reihe convergiren, deren n +2" Glied 

zeichen des 2 + Gliedes dem des 2" und 2 +7” entgegengesetzt ist. 
(Die Fortsetzung folgt ) 


ist, vorausgesetzt, dafs das Vor- 
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11. 


Memoire sur la resolution des equations algebriques dont 
les racines ont entre elles un rapport donne, et sur 
integration des @equations differentielles Iincaires dont 
les integrales paticulieres peuvent s’exprimer les unes 


par les autres *). 
(Par Mr. G. Livri de Florence. ) 


In a V’Aeademie Royale des sciences de Paris le 30. Septembre 1830. 


Lorsque Mr. Gauss publia (en 1801) sa memorable decouverte de la 
resolution des Equations deux termes, il annonga que sa methode pouvait 
servir aussi ü la division en parties @gales de l’arc de la Lemniscate. Ge 
geometre celebre n’ayant jamais fait connaitre son analyse, je pensai, il 
y a quelques anndes, que la resolution de ce probleme pouvait oflvir 
quelqu'interet, et je m’y appliquai. Dans un memoire present en 1825 
a l’Acad&mie Royale des sciences de Paris, jexposai une methode nou- 
velle, fort simple, pour resoudre les @quations a deux termes, et pour 
trouver directement les eguations auxiliaires. Jindiquai en m&me tems 
de quelle maniere on pouyait gendraliser ma methode et Vappliquer ü 
une classe d’&quations algebriques qui comprennent celle d’cü depend ta 
multisection de la Lemniscate. Le me@moire dent nous venons de parler 


*) On a averli les lecteurs de ce journal, tome 7. pag. 57., que le memoire No. 7., 
qui commence ä& l’endroit cit“, ainsi que plusieurs autres, qui suivraient, et qui ont 
Mr. G. Libri de Florence pour auteur, n’ont point &t& publids, Mr. Libri s’elant 
horne, A enfaire imprimer a ses frais, en 1829, a Florence, un pelit nombre d’exem- 
plaires, destinds uniquement a tre distribues a quelques amis; que llauteur a bien 
voulu permettre la reimpression dans ce journal de ces exellents morceaux; que d’au- 
tres ımemoires inddits suivraient, et que, lorsqu’on serait arrive ü ces m&moires inddiis, 
on en avertirait les lecteurs. 

Les m&moires No. 7., 15. et 25. tome 7., No. 3. tome 9. continue sous les 
num£&ro 14. et 20. du m&me toıne, puis le m&moire No, 21. tome 9., et enfin le mö- 
moire No. 26. tome 9. sont ceux qui onl &t& imprimds autrefois a Florence, et reim- 
primes dans ce journal. Le present m&moire, qui £tait rest“ inedit jusqu’ü ce jour, 
s’imprime ici pour la premiere fois; il en sera de möme des memoires de Mr. G. Li- 
bri qu’on trouvera dans la suite, Note de l’editeur. 

% 
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est tomjours restd dans les Archives de l’Institut, et doit paraitre dans le 
Recueil des Savans Etrangers*). 

Lillustre Abel, dont les geometres regretteront toujours la. perte 
pr@maturde, publia en 1829 un travail trös-remarquable sur une classe 
d’equations r&solubles alg@briquement, mais il perit avant d’avoir pu appli- 
quer son analyse aux beiles formules quil avait deja donndes pour la 
multiplication des fonctions elliptiques. 1 est inutile de dire qwAbel.ne 
connaissait pas les recherches que j’avais faites pr&c@demment sur le möme 
sujet. Son genie n’ayait pas besoin de connaitre les idees des autres, pour 


*) La resolution des &quations a deux termes que j’avais trouvde en 1825, a 
paru dans un m&moire precedent sur la theorie des nombres. Quant la:multiseclion 
de la Lemniscate, voici un passage que Mr. Arago a bien voulu extraire de mon 
memoire de 1825: passage qui prouve que ü cette Eepoque j’avais dejü resolu la classe 
d’equations dont je publie maintenant la resolulion. 


„Institut de France; Academie Royale des sciences.” 


„Le söcrötaire perpätuel de ’Acad&mie pour les sciences math@matiques certilie 
„que ce qui suit est extrait du m&moire que Mr. Guillaume Libri a presente a 
„l’Academie, le 13. Juin 1825, sur la theorie des nombres.” 

Soit proposee P’öquation @&"—1=0, et soit s une racine primitive du nombre 


„premier si l!’on exprime par r,, Tnoı, les a—1 racines de l’equalion 
— 


il est clair qu’on aura 


c—1 
nr, r,=nr, r, =r, 


„maintenant si l’on suppose que l’equation ta, a les m ra- 
telles, qu’en exprimant par une fonction rationnelie 
„quelconque de y, on ait toujours 


n=plr,), etc, 
„on pourra encore rÖsoudre completement Tequation x” a, =0 
„(lorsqu’elle n’a pas de facteurs rationnels). en employant la m&me methode dont 
„Lagrange s’est servi (dans les notes de la II® &dition de la Resolution des dqua- 
„tions numcriques) pour resoudre l’€quation a deux termes.” 
„Certifi& conforme 
„a l’original dans les archives. 
J. Arago.” 


On verra dans la suite de: ce m&moire, que c’est precisement par la meihode 
de Lagrange, que je r&sous les dquations dont je m’occupe ici. 
Paris le 7, Aout 1852. 
Guillaume Libri. 
Le redacteur du present journal a. eu sous les yeux l’original du dit-certificat, 
pr atteste que, dans les objets dont il s’agit, la priorit& des idees- appartient A Mr. 
ibri. D’an autre cot&e il a aussi la conviction la plus intime, fondle sur sa con- 
naissance detaillee des travanx de Mr. Abel, que celui-ci n’a pas eu la moindre con- 
naissance des travaux anterieurs de Mr..Libri.sur les ınemes objets. 
Note de l’editeun 
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faire des decouvertes. D’ailleurs la diversit@ de nos methodes montre 
assez que nous avons travaill& independamment de Fautre. 

A lepoque ü laquelle jai entrepris premierement ces: recherches, 
on ne connaissait pas encore les nouvelles formules d’Abel pour la trans- 
formation des fonctions elliptiques. Je suis donc parti des equations, que 
Fagnani avait trouvdes le premier et dont Euler s’etait occupe sans pou- 
voir les resoudre, et qui servent ü la multisection de la Lemniscate. Jai 
montre que par la nature m&me de leur formation, ces &quations sont 
decomposables en plusieurs facteurs rationnels, chacun desquels sert ü la 
division de la Lemniscate en un nombre different de partirs; et jai prouve 
que dans: chaque facteur les racines ont entre elles un rapport donne. 
La multisection de la Lemniscate m’ayant conduit a considerer des &qua- 
tions dont les racines avaient entre elles un rapport donne, jai generalise 
ensuite la «mestion, et jıai suppose que ce rapport dtait quelconque. A 
l’aide de la methode par laquelle Lagrange avoit resolu, apres Mr. Gauss, 
les equations ü deux termes, je suis parvenu ä resoudre completement les 
equations dont toutes les racines peuvent s’exprimer rationnellement par 
une seule d’entre elles. Si les racines ont des rapports donnes entre elles, 
sans qu’on puisse cependant les ramener toutes a @tre des fonctions d’une 
seule, alors en general le degr& de F’equation proposce pourra abaissc. 
On doit observer qu'il: n’est pas necessaire que le rapport existant entre 
deux racines soit lineaire par rapport a une racine et rationnel par rap- 
port & l’autre, comme Abel l’avait suppose. Ce rapport peut &tre aussi 
exprime par une fonction irrationnelle des deux racines, et dans un grand 
nombre cas la r&esokution s’effectuera de la möme’manicre: Cette gend- 
ralisation n’est pas une vaine speculation; elle m’a indiquee par la 
question speciale qui m’avait occupee d’abord. Car dans l’equation de 
Fagnani,. les racines sont liees entre elles par une &quation qui, quoique 
tres simple, contient des‘ radicaux.. D’ailleurs de cette maniere on: parvient 
resoudre une: classe d’equations: qui &chappaient aux methiodes connues. 

Dans le probleme qui m’avait occupe d’abord (la multisection de la 
Lemniscate) c’est d’apres les rapports existans entre les racines qu’on for- 
mait l’&quation; mais ordinairement' c’est l’equation qui est donnde, sans 
que Pon:sache s'il existe des rapports- entre les’ racines.. I etait: done 
cessaire de’ pouvoir reconnaitre «@ priori Vexistence de ces‘ rapports,. d’a- 
pres: la‘ forme- et les: valeurs .des: coeffieiens- de: l’&quation proposee.. Tai 


- 
- 
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cherch@, par cons@quent, pour chaque degre, quelles &taient les equations 
qui admettaient des rapports rationnels entre leurs racines: et jai deter- 
min‘ les conditions auxquelles doivent satisfaire les coefficiens de ces &qua- 
tions afin qu’elles soient r&solubles par les principes pr&c&dens. Ces con- 
ditions sont exprimdes par des dquations indetermindes quil s’agit de 
rÖsoudre en nombres entiers. On voit que la determination de ces con- 
ditions complete la theorie qu’Abel a publice: car il n’avoit fait qu'indi=- 
quer une propricte des racines qui rendait rdsolubles les @quations dans 
lesquelles elle se trouyait, mais (pour completer la rdsolution de cette 
question) il fallait deierminer vice versa, «quelles &toient les dquations 
dont les racines jouissaient de cette propridtd; et c'est ce que j’ai fait dans 
ce nmiemoire. 

Les racines des @quations, dont les coefficiens sont des nombres 
rationnels, doivent avoir de tels rapports entre elles, qu'en les elevant 
toutes a une möme puissance quelconque, leur somme soit toujours une 
quaniite rationnelle. On peut satisfaire A cette condition de difl@rentes 
manieres: en les discutant successivement, je trouve la resolution d’une 
vlasse assez geöucrale d’Cquations alg&briques, et plusieurs theor&mes nou- 
veaux sur Ja comparaison des diverses puissances des racines irrationnelles 
des equations.  Puis yJindique les conditions auxquelles les coefficiens 
dune equation numerique doivent satisfaire, afın que ses racines puissent 
deiermindes Vaide d’autres Equations de degres moins dleves. La 
recherche de ces conditions conduit encore ü des problemes d’analyse 
indetermince. 

Dans la seconde partie de ce memoire, je cousidere les integrales 
particulieres des Equations differentielles lineaires, comme des «quantites 
analogues aux racines des &quations algebriques, et j’en d@duis une de- 
monstrauon lort simple du Theoreme de Lagrange. Je donne une fdor- 
mule generale pour exprimer lintdgrale d’une &quation differentielle lineaire 
(Jont le dernier terme est une fonction de x) em fonction de ce dernier 
terme. et des intÖgrales particulicres qu’aurait cette @quation, si son 
dernier terme etalt egal a zero. Cette formule me pareit utile pour ob- 
tenir Nintegrale cherchee sans effectuer les nombreuses @liminations suc- 
cessives qu'exige la variation des constantes arbitraires. Je montre ensuite 
comment on peut exprimer les coefficiens d'une &quation differentielle 


lindaire em lonetion de ses intÖgrales particulieres, et je trouve des theo- 
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remes analogues ceux qui ont donnes par Newton sur les rap- 
ports qui existent entre les eoefficiens et les racines d’une &quation alac- 
brique. Enfin je fais voir comment on peut integrer, ou r&duire au moins 
a des dquations d’ordre moins &lev&, les equations diff@rentielles dont les 
integrales particulieres ont entre elles des rapports donnds. Ces conside- 
rations trouvent une application importante dans lanalyse de l’action reci- 
proque des corps semblables, soumis ä des forces de la möme nature; et 
specialement dans l’action mutuelle des corps &chaufles. 

J'avais eu lintention d’ajouter ieci une troisieme partie, contenant 
l’application des m&mes prineipes aux &quations indetermindes; mais comme 
ces recherches exigent de longs d@veloppemens, je röserverai pour un 
autre memoire cette partie de mon travail. 


Premier article. 


Equations algÖbriques. 
Etant donnee une Lemniscate, on sait *) que pour la diviser en eing 
parties ©gales, on devra resoudre Tequation qui resultera de l’elimination 


d’une des inconnues, eıirtre les deux &quations 
22V (i—z*), 2uV 1— u‘) 


En effectuant l’elimination et chassant les radicaux, on trouvera Y&quation 
16 112” + 252" + 372" — 
qui peut se r@duire au huitieme degre, en fesant = v, 

Sı lon voulait diviser larc de la Lemniscate en un nombre ”-+I 
de parties egales, on aurait ü r&esoudre une @quation en x, qui r&sulterait 
de l’elimination des inconnues entre les equations 

2z,V (1—z}) 22,V (1—:z}) 2:,V 

On peut satisfaire aux deux &quations (1.) en fesant + = et 
on tirera de cette supposition les deux facteurs 


*) Fagnaui, produzioni matemaliche. 1750. 2 Vol. in 4to. Tom. 1. p: 365. 
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qui diviseront I’@quation Z= 0, laquelle prendra la forme 
— 12° +1) = 0. 
Nous avons obtenu l’equation Z=0, en @liminant entre les deux equa- 
tions (1.), mais on aurait obtenu une &quation de la möme forme en u 
si lon avait Climine entre ces m&mes d&quations (1.). I resulte de 
que les racines de l’&quation en devront dgales aux racines de 
l’&quation en et que si lequation Z=0 a une racine elle en 


devra avoir aussi une autre de la forme nn Lorsqu’on suppose 


que cette seconde racine soit Egale a la premiere, on a l’&quation 
16 

qui donne les deux facteurs du huititme degr& que nous avons dejä trou- 
ves. Mais si on suppose quelle est differente de la premiere, alors on 
a le rapport _ 

=> 
qui doit exister entre deux racines s=r,, zs=jr, du facteur 

— 121-0. 

En general on voit comment on peut appliquer les m&mes prin- 
cipes aux e€quations (2.) qui donnent la division de la Lemniscate en "+1 
parties egales. 

Si au lieu des @quations 

2uV 1—u°) _2zV (1 —:*) 
1 +u' 1 +:' 


on considere en general les deux €quations simultandes 


= Pla), 
on aura en €liminant: 
s= 
et il est clair que l'on pourra faire zs = P(z), x = P(x), et que l’on aura 

Il faut observer ici que dans l’@quation F,(z2)=0, ou F(x)= 0, 
sil y a une racine z=jr,, il y en aura toujeurs une autre s=[r, de la 
forme 0/r,) 

Etaut donndes les deux &quations 

si lon a en general @(F(x)) = F(9(x)), on aura d’abord les deux &qua- 
tions s=P(x), s=F(z), qui devront diviser l’equation s=P(F(z)), et 
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puis l’&quation 

sera telle qu’&tant donnde une racine s=j,, il y en aura toujours une 

autre telle qu'on ait @(r,), et une troisicme s= qui don- 

nera 

Si l’on avait les deux &quations (x, y)=0, P(y,x)=0, on en 
deduirait deux equations de la forme y=Y(x), et on serait 
dans le cas que nous avons deja considered. 

I faut observer que tout ce que nous venons de dire, est vrai 
quelle que soit la forme des fonctions ® et F\ 

Maintenant nous allons voir comment on peut r&soudre V’dquation 
F,(x)=V0. 

L.agrange a *), que si represente par 
les n racines de l’@quation 

Ze 
et par 1, &, 2... les racines de l’&quation „”—1=0, on 
pourra exprimer les racines de X=0, de la maniere suivante, 


D’abord on considerera la fonction 
t= ten tea... 
qui est une fonction invariable des quantites 

et dans laquelle, par consdquent, le resultat des permutations des racines 
etc. entre elles, sera le «we celui des puissances 
de & entre elles. La quantite £ est ce que Lagrange appelle /a rarine 
de l’equation resolvante. 

Il faut observer que sera le resultat des permutations simulta- 
ndes de x, en de en 2... et de en x, cause de a” —=1. 
De möme sera le resultat des permutations simultances de x, en 
de x, en x;, et ainsi de suite. Done si Z est une racine de lequation 
resolvante, les produits at, @a’t, seront aussi des racines 
de la m@me dquation. Par consequent une &quation de la iorme 

dont les racines fournissent les valeurs de f, ne devra pas changer en y 


*) Memoires de Berlin pour lannts 1770. Trait€ de la r&solution des equations 
nuneriques 24° edition. Note 12. 


Crellc’s Journal M. Bd. X. Hft. 2. 23 


174 11. G. Libri, remarques sur la resolution des dquatious algebriques. 


changeant en af, Zen «f, en et ainsi de suite. D’ou il est fa- 
cile de conelure quelle ne devra contenir que des puissances de £ dont 
les exposans soient multiples de za, a cause de «"—=1. Par consequent 
si dans I’&quation !=0, on fait 2” on aura une dquation en 9, dont 
les racines seront les dill@rentes valeurs de 5 resultantes des permutations 
des racines %,,, entre elles. Maintenant cause de — 
—=1, lexpression de $ sera de la forme 

dans Taquelle les quantitds &, etc., seront des fonctions in- 
connues de 233 »... etc. qui auront en gendral la propridte d’etre 
invariables pour les permutations simultandes de x, en x,, de x, en x;, 
et de x,, en x,; puis de x, en x,, de x, en x, et ainsi de suite. 

Les quantitds &,, &;, etc. dtant connues, on aurait tout de suite 
les valeurs de &,, etc. Car puisque $=1", onat= d, et si 
on denote par 1, Y, etc. les racınes de l’equation y”"—1=0, et que 
lon reprösente par etc. les valeurs de 9 qui r@pondent la 
substitution successive de 1, &, ß, y, ete. a la place de x dans la valeur 
de 9, on aura cause les Cquations 
sulvantes 


zn 

rn 


Rx; 


qui par addition donneront 


m m 


am rn 
et par suite on obtiendra les autres racines. 
Maintenant soit proposÖ de rösoudre l’@quation 
1 = + 
X 
du degre 72, em supposant que m-+1 soit un nombre premier. Si l’on 
represente par r Tune des racines de cette equation et par «@ Fune des 
racines primitives du nombre premier +1, il est elair que toutes les 


racines de l’@quation X, —=0 seront exprimdes par les quantites 


X 


m—I 


2 
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et si Ton compare T’&quation X, = 0, Vequation X = 0, que nous avons 
considerde pr&ee@demment, on devra, dans la valeur de 
substituer au lieu de x,, au lieu de r“ au lieu de et ainsi de 
suite, et l’on aura 
t—=r-+taer + + a"! 
Ctant lune des racines de l’equation y”"—1=0. 

A present si fait et que dans le d£veloppement de 
{” on rabaisse les puissances de z et de r au dessous de «” et de „+! 
par les equations 1, en ordomnant $ par les puissancos 
ascendantes de on aura l’@quation 

dans laquelle les quantites &,, &, &;, etc. seront des fonctions rationnel- 
les et enticres de r telles qu'elles ne changeront pas par la substitution 
de r“ a la place de r, de r" ala place de r“, de ala place de r“, 
et ainsi de suite; ou bien (ce qui est la m@me chose) d’abord par la sub- 
stitution de r“ a la place der, et puis par celle de r A la place de r et 
ainsi de suite. 

Maintenant, toute fonction rationnelle et enticre de r dans laquelle 
‚+ — 1, peut toujours se reduire a la forme 

(les quantites A, D, C, .... etant des nombres donnds independans 
de r); mais comme les puissances r’, .... r”, peuvent represen- 
tces, dans le cas actuel, par les puissances 7, r“, re , etc. (quoique dans 
un autre ordre), il en resulte que toute fonction &, rationnelle et en- 
tiöre de pourra se reduire la forme 
£=4A+Br+Cr....+Nr , 

en prenant pour 4, BD, C, „... des coelliciens quelconques indepeu- 
dans de r. 

A present si l’on suppose que la fonction reprösente Tune quel- 
conque des fonetions &,, &ı> &, etc. comprise dans la valeur de 6, on 
sait quelle doit rester Ja möme en y substituant 7“ a la place de r; et il 
faudra que l’on ait (en opÄrant cette substitution) : 

£= 4A+Br+ Cr .„...+Nr, 


B=(0,0C=D, D=E....N=H, 


d’ou lon deduira 
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et par suite 


E= 


(en appelant s la somme des racines de l’equation 
... +1=0), ce qui donnera s=—1; et les quantitds &,, etc. 
qui entrent dans la valeur de $ seront toutes de la forme 4+Bs = A—B, 

Les coelliciens f et B se determinent par le developpement ac- 
tuel de la fonetion 1”, et puisque les quantitds &,, &, etc. com- 
prises dans la fonction 9, sont toutes de la forme A—B, elles seront 
toutes connues immediatement sans dependre d’aucune dquation (exceptee 
l’equation y”—1==0, qui est semblable l’@quation proposce, mais de 
degre inferieur). De sorte qu’en indiquant par 1, @, ß, Y, etc. les ra- 
eines de l’equation „”— 1=0, et par 9, 9, etc. les valeurs de 9 
qui repondent a la substitution de ces racines A la place de «, on obtiendra 


m 


Ayant trouv@ la valeur de la racine r, on aura toutes les autres par les 


et enfin 


puissances 7%, et Peqnation sera resolue 
eompletement Taide de P’öquation y„"—1=0. 
En reprösentant par 71, 73, les za racines de l’&quation 
ara”... +1=0, 
on a vu quielles pouvalient toutes se representer par la serie 


m—L 
dans laquelle @ est une vacine primitive du nombre premier n-+-1, on 


aura par conscquent 


nen, 
et on a montr& comment l'on pouyait trouver toutes ces racines. A pre- 
sent si en gen£ralisant cette question, on suppose qu’etant proposde l’&quation 
(qui n’a point de facteur rationnel) et qu’en indiquant ses racines par 
Pay 7, elles soient lices entre elles par les &quations 
dans lesquelles @(r,) exprime en general une fonction rationnelle et en- 
tiere de r,, nous allons voir que par une methode analogue ü celle dont 
Lagrange soest seryi pour rdsoudre l’equation e" .... Fr+1=0, 
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et que nous venons d’exposer, on pourra trouver toutes les racines de 
l’&quation 

En effet si Ton repete le raisonnement dont nous nous sommes 
seryis pour la resolution de l’equation +x+1=0, on 
trouvera que la fonction 

t= nm te” 
deviendra (pour le cas de l’equation X, = 0) de la forme suivante: 
et si lon fait pour abreger 
(nr) Por) = = 
et ainsi de suite, on trouvera 

etant des racines de l’&quation y”—1=0, qui est toujours r&so- 
luble d’apres ce qui precede. 

Maintenant si Von fait et que dans le de@veloppement de 1” 
on rabaisse les puissances de & au dessous de «”, et les puissances de r, 
au dessous de r”, l’aide des deux &quations =1, F{r,)=0; on aura, 
en ordonnant 8 par les puissances ascendantes de #, T’quation 

dans laquelle les quantites Eis + Em-ı, Seront des fonctions ra- 
tionnelles et entieres de r, telles quwelles ne changeront pas par la sub- 
stitution de @®,(r,) la place de r,, de @,;(r,) a la place de 9, (r,), de 
Q,(r,) A la place @,;(r,), et ainsi de suite; ou bien en general on pourra 
dire que ces fonctions ne changeront pas par la substitution complete de 
Q,(r,) a la place de Pr,, et qu’elles ne changeront pas non plus en met- 
tant 9, (r,), ou 2,(r,), a la place de r, et ainsi de suite, 

A present, a cause de l’@quation F(r,)=0, il est evident que d’une 
fonction rationnelle et entiere de r, quelconque, on peut toujours @liminer 
toutes les puissances de 7, sup@rieures a r’', et qu’elle pourra se reduire 


ü la forme A+ Br, + 

on aura pas consequent les Equations 
=Q(r)=A+B,r, +6, r”, 


rn. = Dm(rı) Ant Bari + G„r .... + 
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Mais comme toutes les racines r,, r,, 7,, ete., sont inegales, puisque par 
hypothöse l’equation A,=0, ma point de facteur rationnel, on ne pourra 
pas avoir deux de ces @quations dont les coefficiens soient Cgaux. Alors 


2 


en considerant chacune des puissances r,, Ti, 2... r”, comme des 
inconnues diff@rentes, dans les equations pröccdentes, il est cläir que par 
«limination on obtiendra 

= A, +B 9, + N 


„u » 


et par eonsÖquent toute fonetion & rationnelle et entiere de r, pourra 
s'exprimer de cette manicre: 


Si au lieu de la fonetion & on prend une «quelconque des fonctions 
Eos qui doivent rester les m&@mes en changeaut r, eu ®,(r,), 
on trouvera les deux quations 


(ri) 
d’ou il resulte /, = =t;, etc. et par suite 

car exprime la somme des racines de 
quation A,—0, et par conscquent est Ögale a On trouvera de 
meme pour &,, &, etc. des valeurs semblables; et Fon aura les valeurs 
de 2—1,«, par le developpement actuel de la fonction 1”. Mainte- 
nant si Von appelle I, @, 2, Y, etc. les racines de l’equation y"—1=0, 
et par 5,, etc., les valeurs de qui repondent la substitution 
de ces valeurs a la place de &, on aurra 

m m m 
V 
mm 

et l’equation A, = 0, sera complötement resolue, car toutes les autres ra- 
cines se deduiront de celle-ci ü laide des &quations Q (nr), 
etc. 


Nous avons suppos® que toutes les racines de l’equation X, = 0 
etaient lices entre elles par un möme dquation etc. 
Mais si cette condition n’Ctait pas remplie, et que cette relation n’existät 
quentre quelgues unes de ces racines seulement, l’&quation proposce aurait 
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un facteur rationnel, quon pourrait trouver aisöment en cherchant une 
transformee X, =0 telle que ses racines fussent des fonctions ® des ra- 
eines de l’equation X,—=0. Car il est clair qu’en cherchant le plus grand 
commun diviseur A=0, entre X, —=0, et X, Iequation A=0 ne 
contiendrait que les racines lices entre elles par le rapport n—=O(r,), 
r,=@®(r,), etc., et pourrait se rösoudre complötement par la mdthode 
precedente. En gencral si toutes les racines d’une “quation algCbrique 
peuvent exprimdes rationnellement par lune d’elle, de manicre qu'on 
ait, par exemple: 


on pourra toujours deeomposer N’<quation proposce en autant de facteurs 
rationnels qu’il y a de fonctions ®, f, etc., l’aide d’une Öquation dont 
le degr@ sera &gal au moindre nombre de racines qui entre dans une des 
periodes , etc. 
etc. 
que nous venons de trouver. 
Soit X,=0, une &quation du degre z=mp, et soient 
ses racines, de manicre que l’on ait 
(en exprimant toujours par $, une fonetion rationelle et entiere) mais de 
sorte qu’aucune equation semblable ne puisse exister entre les racines des 
differens groupes. Alors on cherchera une transformee X,=0, telle que 
les racines soient @gales ä la somme des racines de X,=0, prises m ü 
la fois. Et en tems on cherchera une autre transformde A,=0, 


telle que si l’on fait 


les racines de X, = 0 soient une fonction F des racines de l’@quation 
X,=0. Les deux dquations X,=0, X,=0, auront un facteur com- 
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mun D du degre >, et en fesant D=0, les racines d D=0 fouri- 
ront la rdsolution complete deX,=0. Car ü laide des racines deD=0, 
on pourra d@composer T’equation A,=0, en dquations du degr& m, 
qui auront pour racınes 

et ces dquations pourront ötre resolues de la m@me maniere que 
tion X, = (0) que nous avons consider@ precedemment. 


Si dans l’equation que nous venons de r&soudre, les periodes des 
racines n’Ötaient pas toutes composces d’un möme nombre de m termes, 
l’öquation proposce aurait des laeteurs rationnels qu’on pourrait trouver 
separement. 


L’analyse pr@cödente montre comment l’on peut r&soudre les &qua- 
tions qui resultent de Felimination des inconnues entre les deux &quations 
et on deduit de la möme analyse la resolution 
complete des dquations (2.) (que nous avons considerdes au commence- 
ment de ce memoire) desquelles depend la division en parties &gales de 
larc de la Lemniscate. 


Nous avons suppose dans tout ce qui precöde, que la fonction 
® ou ®, qui exprime le rapport entre deux racines, est une fonction 
entiere; mais si elle Ctait fractionnaire, on pourrait (pourvu qu’elle restät 
rationnelle) la reduire toujours a une fonction entiere, en multipliant le 
num6rateur et le denominateur par un polynome convenable *). 

Nous avons vu que si 2—r, et 2—D(r,) divisent l’&quation 

sa resolution se reduira celle d’quations de degr& moins dleve. Main- 
tenant supposons que lequation A, = 0, ayant une racine x=j,, ait 
aussi un diviscur de la forme 

(les fonetions #,, 7, ©tant des fonetions rationnelles et entieres de r,), 
et supposons encore que l’on ait ma, et que puisse diviser 
quation X,=0 (du degre 2), en « facteurs semblables de la forme 


r . ’‚ » fi ’ .. 
*, Lagrange, resolution des equations numieriques 2°, edition p. 216. 
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"+ 0, 
dans lesquels les quantites 73, 7,, sont des racines de l’equation 
X,=0: si l’on cherche une transformee X, —= 0, telle que ses racines 
soient des fonctions 7, des racines de P’&quation X,—=0; et si en fesant 
on cherche une autre transformce X,—=0, telle que ses racines soient 
des fonctions \) de deux racines quelconques de l’@quation proposce, et 
en cherchant le plus grand commun diviseur entre X, —=0 et X,—0, on 
auroit le facteur commun A=0, dont les racines seraient successivement 

et qui serviraient ü decouvrir les valeurs de 7,5 par le moyen 
d’@quations de degr& moindre que l’&quation X,=0. Car A — 
est de degre infrieur T’equation proposde, et la fonction F,,(r,) peut se 
r@duire toujours ü ne contenir que des puissances de 7, moindres que r", 
Paide de Pequation 

Si 0, n’etait pas d@composable entierement en fac- 

teurs de la forme 
+ 

on proce@derait encore de la maniere, et l’dquation A=0, serait 
toujours d’un degrd dgal au nombre des facteurs semblables par lesquels 
elle pourrait Ötre divisece. Si F,,(r,) €tait une constante independante de 
r,, on fera =x,+ « dans le facteur 

et on determinera « de maniere que le dernier terme contienne r,. 

En resolvant l’equation 

N 
(dont nous appellerons les racines on frouve en 
general s=f(r,); et comme en general f est une fonction irrationnelle, 
on voit qu’on peut r&soudre aussi des @quations dont deux racines ont une 
relation irrationelle entre elles. 

Etant donnde une dquation X,—=0, du degre z, qui wait pas de 
facteurs rationnels, on pourra toujours supposer que les coefficiens de 
cette equation soient des nombres entiers; car s’ils etaient fractionnaires ou 
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irrationnels, on pourrait toujours les reduire entiers. Dans les probl&mes 
algebriques ce n’est que tres rarement que l’on connait les relations 
qui doivent exister entre les racines; et m@me l’on ne sait pas si ces re- 
lations existent: mais l’on connait seulement les coefficiens et le degre 
de I’equation, Pour s’assurer si les methodes pr&cedentes peuvent s’ap- 
pliquer Pequation X,—=f(x)=0, que nons considerons, on supposera 
que, r, et r, ©tant deux racines de cette dquation, l’on ait 
tan... +anto= 0, 
les coefhiciens @,, @n-ı, Ctant donnds par des dquations de la forme 
An-ı 
Dans les &quations precedentes les plus grandes puissances de r, et r, seront 
et ri”; car y en avait de plus £levdes, on les abaisserait laide 
des Equations f(r,)=0, f(r:)=0, qui r@sultent de l’&quation f(x) = 0. 
Les coefliciens 


Q.—2 


peuvent toujours Ötre supposes des nombres rationnels: car s’ils dtaient 
irrationnels, on les rendrait rationnels par des &levations ü puissance et par 
d’autres moyens connus; et apres avoir effectu‘ les op@rations ndcessaires 
on pourrait encore, dans l’&quation ®(r,,r,)=0, reduire les plus grandes 
puissances de r, et de r,, ü &tre moindres que r? et r?, ü laide des &qua- 
tions f(r,)= 0, f(r.) = 0. D’ou il resulte enfin que P’&quation © (r,, r,)=0, 
ne peut contenir tout au plus que un nombre n? de termes. 

Maintenant si on &@limine r, entre f(r)=0, et P(r,,n)=0, on 
trouvera une @quation de la forme 
qui, ä Taide de l’&quation f(r,)=0, pourra se reduire ü la forme 
fı(r:) + ...+Bn+B= 0, 
et on cherchera pour B,, B,, B,, .... B,_ı, les valeurs rationnelles qui 
permettent aux deux &quations f(r,)=0, f(r)=0, d’exister ensemble, 
et d’avoir un facteur commun, 
Les valeurs rationnelles de B,, «+... B,_ı, serviront deter- 

miner les valeurs €galement rationnelles d’@,, @,, @, ,, et par suite ü 
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trouver les valeurs @galement rationnelles de 
.u0.C,.1} etc. On voit que cette determination dependra d’un probl&me 
d’analyse indeterminde. 

Outre les @quations dont nous venons de nous occuper, il yena 
beaucoup d’autres qui peuvent £tre r&solues, et que nous allons considerer 
maintenant. 

Sot 0, une dquation du 
degre n coefficiens rationnels; nommons 7, Ses 7 racines 
et soit 


zentt 
1 2 ent, 
zzn-+1 
Zr. 


On sait d’abord que toutes les quantites S,, sont rationnelles ; 
mais cela peut arriver de plusieurs manieres. Si parmi les racines r,, 
il y en a de rationelles, on les trouvera separement par des 
methodes connues; ainsi nous ne considerons pas ce cas, Mais en sup- 
posant toutes les racines de l’&quation X,= 0, irrationnelles, la quantitc 
S, peut &tre rationnelle de deux manieres. D’abord on peut supposer que 
parmi ces racines, il y en a un nombre p<{n, tel que tandis qu’elles 
sont toutes irrationnelles, leur somme soit une quantit@ rationnelle; et 
puis on peut supposer que cela est imposible lorsque p<n. 

Dans le premier cas de y<n, on fera (R etant 
une quantit@ rationnelle quelconque) et on cherchera une transformde 
X,=0, de l’equation X, = 0, telle que les racines de A, =0 soient la 
somme des racines de X,=0, prises p ü la fois; et il est elair que l’@qua- 
tion X,=0 aura au moins une racine rationnelle Z, que l’on pourra trou- 
ver directement. A present on cherchera une seconde transformde X, — 0, 
telle que ses racines soient @gales a R moins la somme de p—1 des 
racines de l’&quation X,=0, et il est clair qu’en cherchant le plus grand 
commun diviseur A entre X,=0, et %,=0, l’equation A= 0 sera du 
degr& p et aura pour racines les quantit&s Tay 75. D’ou il re- 
sulte que dans ce premier cas, l’&quation proposde aura un facteur ration- 
nel du degr& p que l’on savait deja determiner par les m&thodes connues. 

24 * 
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Si la somme +r2....+7, est toujours une quantitd irrationnelle 
lorsque p<n, les methodes connues ne sont plus d’aucune utilite ; mais 
il est clair que pourra trouver encore la valeur de t,....+ 
lorsque X, = 0, au lieu d’avoir une racin? rationnelle, a un facteur ration- 
nel du second degre. Alors Fequation X, —=0 pourra d@composde 
en deux dquations de degr@ moindre, laide d’une Cquation de second 
degre. En yeneral si le facteur rationnel de Fequation X, =0, Ctait du 
degr@ on aurait decompose Fequation X,=0, en facteurs, ü Taide 
d’une &quation du degre 

Cette thlorie renferme la resolution des &quations deux termes 
de M. Gaufs: elle repose sur ce principe que les racines irrationnelles 
d'une &quation Aa coefhiciens rationnels peuvent, avec leur somme, donner 
une quantit@ rationnelle de plusieurs manieres. 

En formant une quantit@ rationnelle par la somme de quelques unes 
d’entre elles seulement. 

1. En formant, par la somme de quelques unes d’entre elles, une 
quantitd rationnelle d’un ordre donne; ou bien en formant une quan- 
tit© rationnelle qui soit racine d’une @quation coefliciens rationnels, 
d’un degr& moins elev@ que l’@quation proposce. 

I. En formant toujours par leur somme des quantites irrationnelles 
du m&me ordre que l’&quation proposde, 

Dans les deux premiers cas, l’e&quation X,= 0, pourra se reduire 
a d’autres equations de degres moins eleves. 

Si I’@quation X,=0, n’a point de facteurs rationnels, on pourra 
lui appliquer Ja m@me methode dont nous nous sommes servis pour rame- 
ner lPequation X,=0, d’autres quations de degre moindre. Et de 
möme au lieu de considerer la fonction S,, on aurait pü prendre S,, S;, 
etc., et en general, une fonetion quelconque des racines de T’equation 
X,=0, pour tächer de determiner Ja fonction d'une partie seule- 
ment des racines, 

On peut döterminer @ prior! quelles sont les Equations coefficiens 
rationnels dont la r&solution peut se ramener celle d’une dquation du 
second degre, et de deux &quations de degr& moitie de celui de l’öqua- 
tion proposce. La determination des coeffieiens de cette equation depen- 
dent de la resolution d’equations indÖtermindes. 


\ 
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Les prineipes precddens servent ü resoudre un grand nombre d’e- 
quations qu’on ne pouvait pas traiter par les methodes connues; on peut 
facilement les g@neraliser, et nous ne cioyons pas nÖecessaire d’y insister 
d’avantage, 


Second article, 


Equations diflörentielles lin£aires» 


Etant donnde l’equation differentielle Iineaire de Tordre z 


d” d"-1y 


a coefficiens constans ou variables, si Fon designe par Yı, Yısrus» Yas 
les integrales particulieres de l’equation P(y)=0, on aura en general 
Ces quantites Yar sont incon- 
nues; mais si lon suppose que lune d’elles (y, par exemple) soit connue, 
on fera y=y,/sdx, (z dtant une nouvelle variab!e) et en substituant 
cette valeır de y dans l’equation D(y)=0, on aura 


Uyfzdae) = da" sdx 
+ da" ds sdx 


yuf: zdx 
Mais dans cette derniere &quation la somme de tous les derniers termes 


equivaut a D(yı) f: zdx, et commey=yı, satisfait I’@quation 


il en rdsulte que tous les termes multiplics par /: sdx s’evanouiront, et 
on aura une Equation en z, de lordre 2—1, de la forme 


tete. 


en divisant par y,, et en exprimant par dj, b2.... etc, les coefhiciens de 


elc., on aura 


ae 
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d’ou il resulte que si l’on une integrale particuliere de l’&quation 
differentielle lineaire de lordre 2, ®(y)=0, on pourra toujours la reduire 


une autre dquation lindaire z dx) =0, de lordre Et 


ı 


en r&petant le m&me raisonnement on prouvera que si dans l’&quation lindaire 
O(y)=QU, de lordre z, on connait m intögrales particulieres, on pourra 
toujours r@duire l’equation une autre &quation lindaire de 
lordre 2— m. 

Soit propose differentielle lindaire 


si lon fat y=zu, (z et u etant deux nouvelles variables) on aura 


n—1 
Leto. 


da” 
0 
+ etc. 


. du . 
et comme l’equation 2, + @u=0, peut toujours s’integrer, il en resulte 


qu’une &quation diffErentielle qui est lincaire zndrme dans les deux premiers 
termes seulement, peut se r@duire ü une autre &quation du ordre 
dont le coeffieient du second terme sera zero. En general etant donnde 
une &quation diflerentielle dont les premiers »2+1 termes sont lineaires, on 
pourra toujours faire disparaitre le terme m» a Taide d’un -&quation 
lincaire de Vordre zn; etsi les 2 premiers coefficiens de l’&quation pro- 
posce sont constans, on pourra toujours faire disparaitre le terme m +1", 


Etant donnee lindaire 


3, 


dans laquelle X est une fonction de x, si Na: 


d"z d’-1z 


a les integrales particulieres en fesant y=z,/yıdz, 
dans l’@quation (3.), on aura une @quation de la forme 


dr! — 


maintenant l’equation 
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u 2, 


a les integrales particulieres 
dx\:.,/?’ 


et en fesant dans l’&quation (4.) y,= ( ) y.dx, on aura une dqua= 


tion de la forme 


dr? 
+ Fr + yı = 2 


En repetant successivement des op@rations semblables, on parviendrait 


enfin a une @quation de la forme 
X 


Yn = 
x \z al ‚fz, 


d 
\ 


d’ou l’on deduirait Vexpression 


2, fa(& Ol.... 


(dans laquelle les signes d’integration / comprennent tous les facteurs qui 


les suivent) et cette derniere formule donne l’integrale generale de l’&qua- 


tion differentielle lineaire 


ar ar-1y 


en fonction des int@grales particulicres de 


d"z d"-1z 


Pour appliquer cette formule a un exemple, soit propose l’@qua« 
tion differentielle 


d’z 
l’&quation — 2 = 0, a les deux integrales partieulieres z, = e*, 


et partant en substituant ces valeurs dans l’expression 
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on aura 
dx 
(e”**) 7 e de) 


et enlin (en fesant 4,) on obtienda HA ec" —x, 


qui est Vintegrale complete de I’&quation proposee. 


I faut observer ici que si y=D(x) est une integrale particuliere 
de V’equatica 


da” 
sont 72 integrales particulieres de l’Cquation 


d”z 
5 


lintegrale complete de P&quation (5.) seray=G%, + 


Wa valeur de y que nous avons trouvee preeedemment 


( )/ Xdx 


ronferme 7 integrations suecessives; et queiqu’on sache d’ailleurs (par la 
methode de la variation des constantes arbitraires) qu’on peut toujours 
röduire y ü ne contenir que des int“grales simples, cependant on ne voit 
pas, par lanalyse pr&c@dente, comment en parviendrait ü ce r&sultat. Voici 
maintenant comment on peut obtenir cette simplißcation. Soit, pour abreger, 


et ainsi de suite jusq’ua 


| 
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on aura 


du, Sau, fau, fan, 


(en PER que chaque signe d’integration renferme tous les termes qui 
le suivent); et par suite, en int@grant par parties, on obtiendra 


fau, fau,. du, (vu — u,du,) 


et enfin 

— Sau, —[d(uu,—/du,u,)u,) u, 
— ((u, u, —S[du,u,)u, —/[d(u, u, —/[du,u,) u,) u.) u, Un 
u—f[du,u,)u, — /[d(u, u,—/du,u,)u,)u, 


— u, Un 
Lorsqu’on connait toutes les integrales partioulieres d’une &quation 
differentielle (qui n’a pas de terme ind@pendant de 7) on pourra toujours 
former les coefficiens de cette &quation par des operations analogues A 
celles qui servent a former les coefficiens des dquations algebriques, en 
fonctions symetriques des racines. En effet soit proposce l’quation Jineaire 
de Fordre z 
d’=!y 


et soient Yı, Yay ses integrales particulieres, dont la somme 


est egale a y; si fait f: zdx, on aura 


Yı fi zdx 
et comme la somme des termes multiplies par WELE: se reduit a zero, 
Ceelle's Journal d. M. Ba. X. 110. 2. 25 
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en divisant par y, Fequation Y=0, on pourra la mettre sous la forme 
dr—i 
Z = 


dy 
et on aura n et par suite , = — + Mainte- 


nant Z=0, a pour integrales particulieres les 2—1 quantites 


(2), =): et si l’on repete sur l’equation Z=0, 


la möme operation que nous avons faite sur l’&quation Y=0, nous trou- 


verons 
dx \y 


On trouverait des transformations semblables pour c,, d,, ete.: mais comme 
les &quations Y= 0, Z=0, ete. diminuent toujours d’un terme, apres r 
transiormations on parviendra ä une dquation dont le coefficient du second 
terme sera egal A zero. Alors la serie des termes a,, bi, Cı, dı, etc. 
s’arrefera ü ce terme lü et on aura, en substituant, 


(n—2) — 
fy, dx 
(n 1) 2 d. 
6 ndy, dx Yı — etc 
da\y, d| ">, 
ex 
\ 


Pour appliquer cette formule ü un exemple, soit proposee l’Cqua- 


tion u —m’ y==0, dans laquelle si Von fait y= Yı +y,, on aura ı= 


D’abord on a r=?: et par suite, en substituant 
dans la formule pr@c@dente (dans laquelle il faut considerer les deux pre- 
miers termes seulement parceque il n’y a que deux int@grales particulieres) 


on aura: 
2dyı dx’\y,/ _ da* C, 
daııy, dx C, 


4m’ 
et partant «,—=0; ce qui resulte de Vinspection de F’equation proposee. 
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Dans la formule (6.) on peut permuter y, en y, et vice versa, car a, 
est une fonction symetrique des integrales particulieres; en fesant toutes 
les permutations et ajoutant les r&sultats on obtiendra 


CE: 


+ ete. 


etc. 
et par suite en int@grant 


Jade =—log 108 (2 ))—ete. 


On pourrait obtenir par une analyse semblable tous les coefficiens 
. Q,, em fonction des integrales particulieres Yı, + Yn3 
et en general Eetant donnees 2 fonetions de x de la forme 

Bla), .... 

on peut determiner les coefficiens de l’&quation differentielle lindaire de 
lordre 2 qui aura pour integrales particulieres ces 7 fonctions; et il n’exi- 
stera iıune seule @quation differentielle lindaire de lordre qui satisfasse 
a cette condition, comme il n’y a qu'une &quation algebrique d’un degre 
determine, qui ait 2 racines donndes, Cependant on peut determiner plus 


facilement les valeurs de «@,, a,, etc., de la maniere suivante. — S9i on 
elimine successivement les quantites @,, entre les &quations 
Kun 


d”y 
tan 


y d"1y, 


considerant les differentielles etc, comme des coefficiens con- 


nus, on aura la valeur de a, telle que nous l’avons dejü donnee. Pour 
deduire de lü la valeur de «@, il est clair qu'il suffit (dans l’expression de 


n—2 Y 


de ch et vice versü, de en 
ec anger en dar cm que 

n—2 

je 22, et vice versä; et ainsi pour les autres termes semblables en y;, 


25 * 


| 
| +... +) | 


192 11. G. Libri, remarques sur la resolution des dquations algebriques. 


Yay + sans changer aucun des termes qui contiennent d’autres dif- 
ferentielles. On obtiendrait par des permutations analogues les valeurs 
de a,, etc. 

faut observer que les integrales particulieres y,, Ya 
ront comprises dans l’expression des coefficiens @,, @, .... a,, sous la 
forme de differentielles logarithmiques, comme dans la formule (6.), pour 
faire disparaitre les constantes arbitraires qui se trouvent comme facteurs 
dans les quantites Yıy + et qui ne doivent pas se trouver dans 
les coefficiens @,, One 

Les quantit@s Yay forment une espece particu- 
liere de fonctions symetriques: car non seulement on peut permuter ces 
quantites entre elles d’une maniere quelconque (comme les racines des 
&quations alg@briques) dans la formation des coefficiens @,, etc.; 
mais en general on peut ecerire au lieu de y, la somme ou la difference 
d’un nombre quelconque de ces int@grales particulieres; et la valeur des 
coefficiens Q,, @, ».». @, ne sera pas alterde. Ainsi par exemple dans 


d’y 
da” 


on obtenait 


l’&quation — m’y, nous avons vu qu’en fesant n=0,e”*, 


2dy \y 


= 
e 


Mais si l’on fesait = „=(,e”*, on aurait encore, en 


Ce nouyeau genre de fonctions symetriques nous parait meriter l’attention 


des geometres. 
Etant proposee l’&quation differentielle lindaire 


A 


si deux de ses int@grales particulieres (y, et y, par exemple) sont lides 
entre elles de manicre que l’on ait P(y.), on substituera @(y) ü la 
place de y dans l’equation Y=0, et l’@quation F,=0 qui resultera de 
cette substitution, Etant combinde avec l’&quation F= (0, servira lelimi- 


ellectuant le calcul, 
(2) 
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nation des diffErentielles successives de y de maniere a n’avoir pour resul- 
tat qu’une &quation differentielle lindaire du premier ordre. Ainsi par 
exemple si l’on savait d'une maniere quelconque que dans I’&quation 

=); ses deux integrales particulieres y, et sont lices entre elles 

par l’@quation m ferait y=7-, dans l’equation F=0, et on 
obtiendrait 


dz _2dy 12 


dx” ydx? 


entre et 
x 


d’y 0, 


et en &liminant 


on obtiendrait 


et par suite I +y, ce qui donne enfin y=Ce**, et les deux inte- 


grales particulieres seront comme on le savait 


d’ailleurs. 
En general &tant proposces deux «quations differentielles lindaires 


des ordres n et m que nous exprimerons par F,=0, Y„=0, si ion 
suppose qu’elles ont p integrales particulicres communes, on &iiminera les 
differentielles successives entre Y,=0 et Y„=0, et on obtiendra une 
Equation differentielle lineaire Y,— 0 de l’ordre p qui ne contiendra que les 
p integrales particulicres communes aux deux @quations F,=0, F„—=0. 
Les rapports qui existent entre les int@grales particulieres pour= 
raient aussi &tre exprimes par des equations differentielles lin@aires et on 
pourrait encore reduire l’equation diflerentielle lincaire proposce une 
equation diflerentielle lineaire d’ordre inferieur. 
Soient proposees les deux &quations differentielles lindaires simultandes 


dy 


d’v dv 

il est clair qu’en Eliminant vv entre ces deux equations, on aura une 

equation diflerentielle lincaire du ordre, qui sera de la forme 


« d’ d’ d 
0; 


mais sil’on &limine y entre ces deux m@mes dquations, on aura preeisement 
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la möme dquation en ©, 
dx’ 2 da? 4 
d’ou il resulte que les quatre int@grales particulieres dont la somme forme 
la valeur complete de y sont les mömes que celles qui forment la valeur 


de v. Maintenant si l'on fait v=y dans les deux equations 7 = a,y, 
F=«,v, on aura les deux &quations 


d 
= > +4,57 + (0..0,)y =(, 


qui serviront ü connaitre deux des quatre int@grales particulieres que nous 
cherchons. Quand nous aurons trouv& les deux integrales partieulieres 
de l’equation = 0, nous nous en servirons pour reduire l’@quation F, = 0 
au second ordre; et l’on voit que les deux integrales particulieres z,, z:; 
de cette &quation r&duite du second ordre, auront entre elles un rapport 
exprime par l’equation 


dz, 


et ce rapport seryira pour trouver direetement z, et „, a laide d’une equa- 
tion lineaire du premier ordre. 

On pourrait generaliser beaucoup ces considerations et les appli- 
quer & un plus grand nombre d’“quations simultandes: mais nous avons 
le projet de traiter beaucoup plus amplement ce sujet dans un autre Md- 
moire: d’ailleurs nous montrerons bientöt V’application de ces principes 
Tintegration des quations diflErentielles qui expriment l’action r&eiproque 


des corps @chauffes. 
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12. 


Sur les integrales de la forme f 


deux polynomes entiers. 
(Par Mr. E. F. A. Minding.) 


Com 


pet P etant 


(Juoique l'objet de suivant ne soit qu’un cas tres- special, choisi 
parmi une infinit@ d’autres dans un champ de recherches d’une immense 
etendue; jespere cependant quil y aura des g@ometres qui prendront 
quelque interöt a des developpemens qui se rattachent aux theories im- 
portantes er@ees par le grand Abel, ces developpemens fussent - ils m&me 
restreints a des cas particuliers. Peut-Ötre dans quelque tems serai-je 
en (tat, de publier quelque chose de plus general sur la sommation des 
transcendantes ü differentielles algebriques. 

En conservant les notations mises en usage par lillustre fonda- 
teur de cette theorie analytique, je designerai par p un polynome rationnel 
et entier ü coefliciens constans, et par 9,, 91, 9, des polynomes de m@me 
espece ü coefficiens variables, tous ces polynomes dtant ordonnes suivant 
les puissances d’une m&me quantite variable x. Actuellement je me bor- 
nerai ü traiter les transcendantes, qui se rapportent au syst&me des “qua- 


tions suivantes: 
1. 
2. 
En &liminant y entre ces deux &quations, je trouve: 
De ces m&@mes &dquations on tire une expression rationelle de y, savoir: 


Io 9: 


Soit le degre de par rapport x, et designons par x,, 
... X, ses racines, de sorte qu’on air: 4 

A etant ind@pendani de x. On peut supposer donndes un certain nom- 
bre v de ces racines, &gal ä celui des coefliciens indetermines et variables 
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des polynomes 9,, 91, 92, quil sera facile de determiner convenablement. 
Il est ü remarquer, que cette determination ne conduit möme dans le cas 
le plus general qu’ü des &quations du premier degr& par rapport aux coef- 
fieiens cherches. Les racines restantes de l’&quation Fx=0 seront don- 
ndes en fonctions des premieres racines laide d’une dquation alge- 
brique du degr@ Mais a prösent je ne m’attacherai pas suivre 
les consequences de cette distinetion entre les raeines de l’&quation Fx = 0, 
que je me bornerai aussi a regarder comme indgales entre elles. 

On voit aisement, que chacune des racines x, X, ... donne une 
valeur correspondante de y, quon doit, en suivant l’analogie, designer 

Maintenant pour former une expression rationelle &quivalente ü 
lintegrale proposee, differentions Y’dquation Fax = 0 par rapport a x et 
aux coefficiens variables de 9,, 91; 9. La premiere differentiation sera 
designee par d, la seconde par Ö, la derivee deFx par rapport ü x seul 
par On trouvera: 

A laide de cette quation on pourra exprimer la fonction ydx, en sub- 
stituant au lieu de y sa valeur donnde par l’equation (4.). On trouve: 

equation que nous exprimerons bricvement par 
Cela pose je ferai voir que dx est une fonction entiere par rapport a x. 
Mettons la valeur de (9,9, —9,9)9 a sous la forme: 

et substituons dans cette expression au lieu de g, sa valeur tirde de l’e- 
quation 3); nous obtiendrons: 
Cette formule ordonnde par rapport aux differentielles 091, 7. donne 

On s’assurera aiscment, qu’en vertu de l'&quation (3.) on a la relation 
suivante: 


ydı=z 


ydız 
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En substituant cette valeur de (9,9,+79:9.)” dans le multiplicateur de 
en (6.), on voit que tout devient divisible par 9,9, — et on obtient: 


Multiplions la differentielle ydx par un facteur —_ 


‚ ce etant une con- 
x 


stante et P un polynome rationnel et entier a cocfliciens constans, nous aurons: 
1 Pyda POx 
Cette &quation ayant lieu separdment, ER chaque racine de l’&quation 
Fx=0, &quivaut evidement ü # dquations diffErentes, telles que: 
9 1 Pıyıda, __ P,®x, 
3 c—a, Fea,.c—ı,’ 
1 P,yıdx, etc. 


. 


Ajoutons ensemble toutes ces “quations, et supposons d’abord le degr@ de 
la fonction P.d.r inferieur a celui de Fax. Dans ce cas, on aura par la 
theorie connue des fractions simples: 

Ox, P,Oxu Pc.Gc 


— Fc 


en designant par Pc la Me qu’obtient le polynome P, en y changeant 
x en c, 


Maintenant il s’agit d’integrer par rapport ü 9,5 915 92, la fonction 


Pc etant une constante. On a 

11. 9% = 9)99— (9:9: + 

pourvu qu'on ait mis c a la place de x dans tous les polynomes p, 9,, 9ı, 
92. Pour faciliter integration, mettons l’@quation 10. sous la forme: 

Fe 9 90919: 9; 
En divisant par g' le numerateur et le denominateur de cette expression 


(pourvu toutefois qu’on mait pas 9, =0, hypothese qui ne presenterait 


aucune difficulte), posant ensuite =v, on obtiendra: 


13 6c _ 
Les variables u et v de cette expression devant &tre regard&des comme 
independantes Tune de lautre, il sera facile de s’assurer, que la valeur 
Crelle's Journal d. M. Bd.X. Hit. 2. 26 
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proposde de =, est une differentielle exacte, ce qui au reste peut £tre 


demontre A priori a V’egard de toufes les formules analogues, qui servent 
a exprimer une certaine somme de transcendantes alg@briques, dont les 
variables sont supposces les racines d’une &quation algebrique. 
Considerons maintenant le second cas, dans lequel le degr@ de la 

fonction P.dx n’est pas inferieur a celui de Fx. Dans ce cas on pourra 
diviser le produit P.dx par Zw; soit fx le quotient de la division, Ax le 
reste, dont le degre est inferieur celui de x. On a done 

14. = fx.Fx+ıx, 
equation qui domne pour une racine quelconques x, de Pequation 3.: 

ou bien, tant Egal zero, 

= 

De la on tire: 


c—x, Fx,.c—x,' 

En ajoutant ensemble toutes les eqmations semblables; eorrespondantes aux 

diverses racines de l’equation !x=0, on a: 


1 P,yı dx, 1 P,y,dx, 1 PyYudxu 
1x, Ac 
Remarquons qu’on a, en vertu de 14., 
Pcde =fc.Fc+txec, 
\ Pe.6c 


ce qui donne la somme proposee dans l’&quation 15. egale a ————fe. 


Done on a g@ncralement: 


17. +... — Fc fe const, 


C— 


De cette formule on peut tirer un grand nombre de corollaires. Desig- 
nons, pour abreger, par fie la partie ü droite de l’equation 17. Qu’on 
developpe Ye suivant les puissances descendantes de c; soit r le coefli- 


1 
cient de — dans ce developpement. On aura: 


18. = 
Eu diflerentient l’equation 17. par rapport a c, on trouvera: 


Pv,dx P,Yudxu dwe 


(c —x,)” 
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En repetant autant de fois qu’on voudra, la differentiation par rapport 
c, on parviendra ü trouver une somme composce de transcendantes de la 
Pydx 
ar 


Gendralement il est clair, que les princeipes exposes s’etendent aux 
transcendantes de la forme 


forme: etant entier et positif. 


P @tant un polynome entier, et les lettres 4, b, c desig- 
nant en constantes. Cette int@grale se reduit, comme on voit, “ la forme 


M et N £tant deux polynomes entiers quelconques. Les varia- 


bles des u int@grales de cette forme quwil s’agit de sommer, seront les a 
racines de l’@quation Fx = 0, et leur somme sera composde en termes 
dependans des integrales [Ye,.... et de leurs diffrentielles 
prises par rapport ä a,b, et multiplies respectivement par les 
coefliciens A, A’, B,B', .... avec des sigues determinds par lordre 


des difl@rentiations. 
La valeur de la formule r se simplilie extrömement, en fesant 9, —=0. 


Dans ce cas v &tant zero, on a, en vertu de 13. 
0c __ 
Fe 
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Druckfehler im neunten Bande. 


— 


Pag. 4. lin. 13. „neqne” — „neque” leg. „baud” 
EL 3. — 10. 1. unde leg. inde 
— 4. — antep. ]. quos leg. quas 
- 5. — 4.1. m +1 
— — 29. 1. primae leg. primorum 
— 13. — 21.1. (64, 3) (64, 9) 
— 16. — ult. 1. esse leg. est 
— 19. — 15. 1. potestatem leg. potestatum 
— 2.1 priorum lex, priorem 
exprimantur leg. exprimatur 
28. p* leg. p3 
155 4. 1. essent sunt 


(6.) leg. ex (6.) 

. — 12. loco 7 ubique legendum est r 

— Jin, ultima delendum est positis” 

218. — 41L5R leg. 5R* 

— — 7.1 R’+R le 


10. 1. leg. 
— 219. 31. 1. quam leg. quem 
— 220. — 17. 1. commutant J. commutat 
— 19. 1. rero leg. vero 

rn en 
225. 4. I. cos 64 leg. cos 64 


-- 351. — 26. 1. mumeris leg. numeri 
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13. 


Bemerkungen über die Bildung der Primzahlen aus 
einander. 


(Vom Herrn Prof. H. F. Scherk in Halle.) 


Eine geometrische, mit der Theorie der Primzahlen scheinbar nur in sehr 
entfernter Verbindung stehende Untersuchung veranlafste mich vor länge- 
rer Zeit zu dem Versuche, die Primzahl 17 aus allen kleineren Primzah- 
len und der Zahl 1 auf möglichst einfache Weise zusammenzusetzen. Hier 
ergab sich denn bald, das 17 = 1+2?—3—5+7—11+2.13, d.h. dals 
17 durch blofse Addition und Subtraction aus allen kleineren Primzahlen, 
wenn die Zahl 1 der Kürze halber mit zu diesen gerechnet wird, zusam- 
mengesetzt werden könne, wobei jedoch die nächstvorhergehende Prim- 
zahl 13 zweimal genommen werden müsse. Dies führte zu der Vermu- 
thung, dafs dieselbe Eigenschaft vielleicht allen Primzahlen von der Form 
4n+ 1 zukommen möchte. Aber diese Vermuthung bewährte sich nicht ; 
denn es ist z.B. 13 = 1+2?—3 —5-+7-+11, so dals die der 13 nichst- 
vorhergehende Primzahl bloß Einmal genommen zu werden braucht, da- 
hingegen 9 und B=1—2+3— 
5+7+11—13—17+2.19. Da nun 13 wie 17 von der Form4r2-+1, 
19 wie 23 von der Form 42--3 sind, das Bildungsgesetz aber bei kei- 
ner in diesen beiden Paaren sich befindenden Primzahl in der Hinsicht 
dasselbe bleibt, ob die nächstvorhergehende Primzahl einfach oder dop- 
pelt genommen werden muls, so bot sich die Idee dar, von der Form 
der Primzahlen ganz zu abstrahiren, und vielmehr auf die 
Stelle zu sehen, welche sie in der natürlichen Reihe der Primzah- 
len einnehmen, da unter den aufeinander folgenden Primzahlen 15, 17, 19, 
23 dasselbe Bildungsgesetz für 13 und 19, und für 17 und 25 Statt findet. 

Auf diese Weise gelangte ich durch eine nicht bewiesene 
Inductieon zu folgenden Sätzen. Trennt man in der natürlichen Reihe 
der Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11, 13 etc. die in ungerader Stelle stehenden 


2,5 11 etc. von den in gerader Stelle stehenden 3, 7, 13 etc., so kann 
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Erstens. Jede geradstellige Primzahl aus allen kleineren und der Zahl 
1 durch blofse Addition und Subtractien, so dals jede von ihnen nur 
Einmal genommen wird, zusammengesetzt werden. 


Zweitens. Jede ungeradstellige Primzahl kann aus allen kleineren 
und der Zahl 1 auf dieselbe Weise gebildet werden, mit dem Unter- 
schiede jedoch, dafs die nächstvorhergehende Primzahl doppelt ge- 
nommen werden muß. 


Was hierbei aufser der einfachen Bildungsart besonders merk wür- 
dig scheint, ist der, so viel mir bekannt ist, sonst noch nirgends hervor- 
getretene Unterschied zwischen denjenigen Primzahlen, die in der natür- 
lichen Reihe aller Primzahlen eine gerade, und derjenigen, die in der- 
selben Reihe eine ungerade Stelle einnehmen. Dafs keine Primzahl der 
einen Art nach dem Formationsgesetz der anderen Art gebildet werden 
könne (die Zahl 3 ausgenommen, auf welche wir jedoch sogleich beson- 
ders zurückkommen werden), liegt am Tage. Denn jeder geradstelligen 
Primzahl geht 1 und eine ungerade Menge von Primzahlen vorher; da 
sich nun unter diesen die einzige gerade Zahl 2 findet, so ist klar, dals 
die algebraische Summe aller dieser Zahlen, wenn sie nach Belieben 
positiv oder negativ genommen werden, stets eine ungerade Zahl sein 
wird, und folglich auch vielleicht die verlangte Primzahl sein kann; wenn 
aber eine von ihnen, die von der 2 verschieden ist, doppelt, "oder über- 
haupt eine gerade Anzahl mal genommen wird, so ist das Resultat eine 
gerade Zahl, und kann folglich der verlangten Primzahl nicht gleich sein. 
Demnach kann keine geradstellige Primzahl nach dem zweiten Satze ge- 
bildet werden. Ganz auf dieselbe Weise Kilst sich zeigen, dafs keine un- 
geradstellige Primzahl nach dem ersten Satze zusammengesetzt werden 
kann. Dieses Raisonnement ist aber oflenbar dann nicht anwendbar, 
wenn diejenige Primzahl, welche eine gerade Anzahl mal genommen wird, 
die 2 ist; und demmach ist es möglich, dafs die Primzahl 3, bei deren 
Formation 2 die einzige in Betracht kommende Primzahl ist, sowohl nach 
der einen, als nach der andern Regel gebildet werden kann, wie denn in 


der und =—1+2.2 ist. 
Man kann jedoch den obigen Sätzen noch einige nähere Bestim- 


mungen hinzufügen, die zwar an sich willkürlich sind, die aber nicht 
blofs bewirken, dals auch die beiden ersten Primzahlen der allgemeinen 
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Regel unterworfen sind, sondern auch in die Bildungsart der folgenden 
Primzahlen aus den vorhergehenden eine gewisse Einförmigkeit hinein- 
bringen. Es ist nämlich zuvörderst offenbar, dafs nicht alle Primzahlen 
aus allen vorhergehenden durch blofse Addition und Substraction auf 
eine einzige Weise zu bilden seyen. So ist z.B. 

3= 1+27—3—5+7+11, 


3=—1+2+3+5—7 +11, 

und namentlich wird dies zuerst bei jeder geradstelligen Primzahl Statt 
finden, die sich von der nächstvorhergehenden um 2 unterscheidet, und 
bei deren Zusammensetzung aus den kleineren Primzahlen 2 positiv ge- 
nommen werden mufste. Denn da, wie sogleich genauer gezeigt werden 
wird, bei allen geradstelligen Primzahlen die nächstvorhergehende positiv 
genommen werden kann, so ist, wenn M eine solche geradstellige, / die 
nächstvorhergehende ungeradstellige Primzahl, und M—L=2 ist, M 
von der Form 


und auch 


+L, 
Setzt man nun 
z = 
so ıst 
M+x—=4+2L 
und folglich 
z = MH, 


so dafs also eine solche Primzahl aus allen vorhergehenden durch blofse 
Addition und Subtraction mindestens auf zwei verschiedene Weisen zu- 
sammengesetzt werden kann. Sodann aber sieht man auch, dafs bei jeder 
Primzahl, in deren Bildung dieForm 1+2—5 oder 2+P—() vorkömmt, 
wo P, O0 zwei beliebige auf einander folgende Primzahlen vorstellen, deren 
Unterschied =? ist, für diese Formen die ihnen resp. gleichgeltenden 
— 1—2+3 oder —2— P+0 gesetzt werden können. So ist z. B. 
17 
112.15, 
= 
und auf dieselbe Art werden eine Menge, wo nicht die meisten Primzahlen 
auf mehrere verschiedene Weisen aus allen kleineren Primzahlen zusam- 
menzusetzen sein. Um nun die Anzahl dieser verschiedenen Bildungs- 
arten zu beschränken, scheint es zweckmäßig, die Vorzeichen noch an 


% 
2; 
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ein besonderes Gesetz zu binden, welches sie erfüllen sollen. Wäre es 
eine Möglichkeit, ein solches zu finden, welches sich auf die Aufeinander- 
folge der Vorzeichen bezöge, so wäre dies oflenbar von der höchsten 
Wichtigkeit, da man hierdurch ein direetes Mittel hätte, jede Primzahl 
aus den vorhergehenden zusammenzusetzen. Da sich mir jedoch kein sol- 
ches darbot, so richtete ich mein Augenmerk zuerst nur auf die Anzahl 
der positiven und der negativen Glieder, und hier hat sich denn durch 
Beobachtung desjenigen Gesetzes, welches bei den Primzahlen Statt findet, 
die nur auf eine einzige Weise aus den vorhergehenden gebildet werden 
können, gleichfalls durch Induetion gefunden, dafs es jedesmal möglich ist, 
bei der Bildung der geradstelligen Primzahlen die beiden nächtvorher- 
gehenden positiv, von den andern aber gleich viele positiv und ne- 
gativ, bei der Bildung der ungeradstelligen Primzahlen die niüchstvor- 
hergehende positiv, und, wie schon erwähnt, doppelt, von den ande- 
ren aber gleichfalls gleich viele positiv und negativ zu nehmen. 


Aber auch jetzt ist die Bildungsart der Primzahlen noch nicht auf 
eine einzige eingeschränkt. Denn man sieht zum z. B., dals wenn Q—P 
=," —P=a ist, für de Form P— — die ihr gleichgel- 
tende — P+Q-+P'— 0 gesetzt werden kann, ohne dafs die Anzahl der 
positiven und der negativen Glieder eine Veränderung erleidet. So ist z.B. 


23 = 
und auch 
23 = 1—2+53+5—7—11+13—17 +2,19, 


Um also endlich zu einer einzigen Bildungsart zu gelangen, ver- 
fahre man auf folgende Weise. Soll eine geradstellige Primzahl aus allen 
vorhergehenden und der Zahl 1 durch blofse Addition und Subtraction zu- 
sammengesetzt werden, so nehme man zuerst 1 und alle kleineren gerad- 
stelligen Primzahlen positiv, alle kleineren ungeradstelligen aber negativ, 
mit Ausnahme der letzten ungeradstelligen Primzahl, welche positiv ge- 
nommen werden muls; zieht man dann die zweite Summe von der ersten 
ab, so ist das Resultat jedesmal eine Zahl, welche grölser ist, als die 
zu bildende Primzahl (nur bei 3 und 7 ist es der zu bildenden Zahl gleich). 
Um nun den Unterschied des Resultats und der zu bildenden Primzahl, 
welcher nothwendig eine gerade Zahl ist, wegzuschaflen, versetze man 
so oft als nöthig eine positive Primzahl und eine kleinere negative mit 
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einander, und man wird im Allgemeinen am schnellsten zum gewünsch- 
ten Ziele gelangen, wenn man, mit Ausnahme der beiden grölsten positiv 
zu nehmenden Primzahlen, stets die möglichst grölste positive mit einer 
möglichst kleinen negativen Zahl versetzt, immer jedoch das Princip fest- 
hält, durch keine Versetzung ein Resultat hervorzubringen, welches klei- 
ner ist, als die verlangte Primzahl. Ganz auf dieselbe Weise wird jede 
ungeradstellige Primzahl gebildet, nur mit dem Unterschiede, dals man 
gleich Anfangs blofs die einzige nächstvorhergehende Primzahl positiv, 
aber diese dann doppelt zu nehmen hat. 


Beisp. 1. Es soll die 10te Primzahl 29 aus den vorherigen ge«= 
bildet werden. Es ist | 
1— 2 
+ 3—5 
+13—17 
+19 
+23 
—=66—35=3l. 
Demnach der Unterschied 31 —29 durch Versetzung wegzuschaffen, wel- 
ches geschieht, wenn +2 —3 statt gesetzt wird. 


2. Es soll die 17te Primzahl 59 aus den vorhergehenden gebildet 
werden. Es ist 


1— 2 

2— 5 

+ 7— 1 

+ 153— 17 

19— 2 

+ 31 

4 4 

+ 47 

+2.535=+106 
— 255 —177=8S1. 


Folglich ist —59—=22 durch Versetzung wegzuschaffen. Da nun 43 — 11 
= 32, durch Versetzung von 45 mit 31 also das Resultat kleiner als 5 
würde, so kann man 43 nur mit 41 versetzen; eben so ist 37 —9 = Ih, 
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also mufs 37 mit 31 versetzt werden; 99—3=26, also kann 29 nicht ver- 
setzt werden; 19—3 = 16, folglich müssen 19 und 17 ihre Stellen ver- 


tauschen, und die noch übrigbleibende 1 wird durch Versetzung von 3 
und 2 fortgeschaflt, so dafs 


+17—19 — 3 +29 + 31— 37441 — 43 — 47 42.53. 


Nach diesen Regeln ist die diesem Hefte angefügte, mit II. bezeich« 
nete Tafel berechnet, und bis zur Primzahl 499 ausgedehnt worden. 


Diese Tafel enthält die Coefficienten, mit welchen die über densel- 
ben stehenden Primzahlen multiplieirt werden müssen, um die zu Anfang 
jeder Horizontalreihe als Argument stehende Primzahl zum Resultat zu ge- 
ben, so daß .B. 1=+1—2+3—5+2.7 u.s.w. Aufser den ange- 
sebenen habe ich noch die Primzalıl 5003 nach denselben Gesetzen berechnet. 


Ein Gesetz der Vorzeichen ist in dieser Tafel auf keine Weise zu 
erkennen; ein solches liefs sich aber auch bei der angegebenen durchaus 
willkürlichen Bildungsart gar nicht erwarten. Nur dies kann man bemer- 
ken: je weiter die zu bildende Primzahl hinaus liegt, eine desto ge- 
ringere Anzahl von Primzahlen hat man aus der ursprünglichen Anord- 
nung zu versetzen, so dals mit Ausnahme der Zahlen 2 und 3, welche 
häufig ihr Vorzeichen vertauschen, die Vorzeichen immer mehr abwech- 
selnd plus und minus sind. So ist z. B. für 5003 die Summe der ur- 
sprünglichen positiven Glieder = 7810969, der negativen = 774388, also 
ihr Unterschied 7551, demnach noch wegzuschaflen 7381 — 5003 = 2578, 
weiches durch die Versetzung von 4973 mit 3691, von 4937 mit 4935, 
von 4759 mit 4757 und von 3 mit 2 bewirkt wird, so dafs, mit Ausnahme 
vor ? und 3, die Vorzeichen bis zu 3677 abwechselnd positiv und ne- 
gatıy sind. 


Eine sehr einfache Folgerung aus den aufgestellten Sätzen ist, dals 
die natürliche Reihe der Primzahlen, wenn diese von 1 bis zu einer belie- 
biven hin, abwechselnd positiv und negativ genommen werden, ein Resultat 
sieht, welches gröfser ist (nur bei den 5 ersten Primzahlen ist es nicht 
sröf ser, sondern gleich), als die nächstfolgende Primzahl, wobei jedoch 
zu bemerken ist, dals die letzte Primzahl der Reihe positiv genommen 
werden mufs, wenn die vorhergehende positiv, und doppelt, wenn die 
vorhergehende negativ ist. So z.D. ist 
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2:1 2 

1+2=3 

1—2+2.353=5 

1—2+3+5=7 
1—2+3—5+27=1l 
1—2+3—5+7+11>13 
1—2+3—5+7—11+2.13>17 
1—2+3—5+7—11+13+ 17 >19 


etc. 


Eine Bemerkung des Herrn Verfassers über Primzahlen, aus einen Briefe an 
den Herausgeber. 


Die Primzahlen von der Form 42--1 unterscheiden sich von de- 
nen 42 +3 auf so vielfache und entschiedene Weise, dafs man, da über 
das Bildungsgesetz der Primzahlen, vorausgesetzt, dals ein solches über- 
haupt entweder für alle, oder nur für gewisse Gattungen der Primzahlen 
existirt, gar nichts bekannt ist, von vorn herein die Frage, ob bis zu einer 
gegebenen Zahl hin, gleichviele Primzahlen 42 +1 und 42 +3 sich fin- 
den, wie ich glaube, nicht leicht entschieden wird bejahen, aber eben so 
wenig verneinen wollen. Der einzige Grund für eine bejahende Ant- 
wort möchte der sein, dafs man nicht absehe, weswegen in der Reihe 
aller ungeraden Zahlen, von der Form 42-1, sich mehr oder weniger 
Primzahlen finden sollten, als in der Reihe aller ungeraden Zahlen 
4n +3, da doch beide Reihen gleichviel Zahlen enthalten. Aber selbst 
diesen Schlufs, dessen Schwäche übrigens einleuchtet, zugegeben, so schien 
es mir doch sicherer, einmal die Frage auf dem Wege der reinen Erfah- 
rung, also durch blofses Abzühlen bis zu einer nicht unbeträchtlichen 
Gränze hin, wenn auch nicht zur völligen, so doch zu einer Art von 
Entscheidung zu bringen. Auf diese Weise hat sich ergeben, dafs die 
Primzahlen sich auf folgende Weise eintheilen, Es finden sich: 


308 13. Scherk, Bemerkungen über Primzahlen. 


Primzahlen Primzahlen Primzahlen 
bis bis bis |4n+1|4n-+3 
1000 / 18000 | 1023 1041 35000 | 1865 1867 
155 19000 | 1074 1054 36000 ! 1908 1916 
3000| 2172 218 20000 1 1131 | 1131 37000 | 1955 | 1964 
4900 29 2s1 21000 | 1178 1182 38000 | 2007 1 2010 
5000 331 338 22000 | 1229 | 1235 39000 | 2054 1 2053 
6000! 385 398 235000 | 1278 | 1256 40000 ! 2096 | 2107 
7900 444 456 24000 ı 1332 | 1336 41000 | 2138 | 2153 
S000 I 501 506 25000 | 1377 | 1355 42000 | 2190 | 2202 
90001 556 561 26000 | 1428 | 1432 43000 | 2244 ı 2250 

10000 611 618 27000 | 1484 | 1477 44000 ! 2258 | 2291 

11000 661 674 25000 ı 1527 1525 45000 | 2335 2340 
12000 710 728 29000 1 157# | 1579 46000 | 2384 | 29377 
13000! 769 778 30000 | 1615 I 1627 47000 | 2326 | 2395 
14000 s21 sl 31000 I 1670 1670 48000 | 2476 | 2470 
150001 869 885 32000 1714 | 1718 49000 | 2520 | 2515 
1H0GU) 9251 959 33000 1 1769 | 1769 30000 I 2566 1 2567 
17000 | 972 34006 | 1322 | 1816 

Hieraus geht also, wie zu erwarten war, hervor, dals man mit gro- 

{ser Wahrscheiulichkeit annehmen kann, die Anzahl der Primzahlen 42 +1 

sei der Anzahl der Primzahlen 42-3 nicht blols im Allgemeinen, sondern 


auch bis zu einer gegebenen Grenze hin sehr nahe gleich. 
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14. 
Uber die Summirung gewisser Reihen. 


(Von dem Herrn Dr. Stern zu Göttingen, ) 


Bekanntlich ist es leicht, Reihen zu summiren, die eine ähnliche Form 


1 
(a+2b) haben ). Nicht 


so bekannt scheint aber die Summation der Reihen zu sein, die so be- 
schaffen sind, dafs zwei auf einander folgende Nenner nur einen oder gar 
keinen gemeinschaftlichen Factor haben; wenigstens kennt der Verfasser 
dieses Aufsatzes kein Werk, in welchem allgemeine Methoden zur Summa- 
tion solcher Reihen gegeben wären. Vielleicht möchten daher folgende 
Erörterungen manchem Leser nicht unwillkommen sein, 


wie die Reihe: 


1. Summation der Reihe 
1 1 
Diese Reihe muls für alle endlichen Werthe von « und b (ausgenommen 
wenn @=—-b) convergiren, denn da 
ala+b)(a+2b) (a+b)(a+2b)(a+3b) (a+2b)(a+ 3b) (a+4b) 2abla+bh)’ 


und $<{S, ist, so folgt hieraus, dals $ immer kleiner als En 


2ab(a-+ b) 
Man hat 

[a + (m [a + (m \a+mb " a+(m+2)0/ 


Setzt man nach einander für 2 die Werthe 0, 2, 4, u.s. w., so erhält 


man die einzelnen Glieder der Reihe $S, und es ist daher: 
1 /1 2 2 2 
Setzt man daher 


1 


.... — 117° 


”) Man vergl. Eytelwein’s Analysis Bd. I. $. 386. 


#*) Andeutungen zur Summation dieser Reihe findet ınan ia einer Preisschrift 
1 


+qd) " 
Crelle's Journal d. M. Bd. X. Hit. 3. 28 


von Ed. Schrader: summatione ser, 
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so ıst 


1 1 1 
und 


It zB. a=1, b=1, so hat man 


N N 1 
— log.nat.?—L; 
13,37 3973 335,097 log. nat 23 


1 


2. Summation Reihe 


Man findet auf ähnliche Weise wie im vorigen Beispiele: 


3—log. * 


1 
+1) + (m +2) + 3)b] 
1 ( 1 3 3 zZ 1 —) 
also ist 
1 /1 3 3 3 3 3 


Man setze 


a+b— 
„at2b—ı 
3 
so ist 
7,0 
und 
0 Jo 6b o 


*) Dieselbe Summe dieser zwei Reihen hat Littrow auf indirectem Wege ge- 
funden. Vergl. mem. de lacd, de Petersb. T.7. pag. 138. 


| | 
folglich hat man | 
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Setzt man a=1, b=1, so hat man 
1 1 1 „fl! 
Nun ist 


= Hog.nat. +2) — tanz 
also 


log. nat. 3 — (are tangy 3 — are tang 


1 
und 1. da arc tang y3= 00), arc tang 735 = 30", die Summe der Reihe 


1 
 log.nat.3 
3. Nach diesen Erörterungen ist es leicht, auch die Summe der 
allgemeinen Reihe: 
1 


zu geben, 


Man bemerke zuvörderst, dafs diese Reihe für alle endlichen po- 
sitivien Werthe von «@ und 5 convergirt, weil ibr Werth immer kleiner 


ist als der Werth der Reihe 
1 1 1 


deren Summe durch einen endlichen Ausdruck bestimmt wird"). 


Alle Glieder der Reihe sind in dem allgemeinen Ausdruck 
1 


[le (m +1)b]....[a+(m + R)b] 
enthalten, wenn man statt 2 nach einander die Werthe 0, ft, 2 u. s. w. 
setzt. Dieser Ausdruck ist aber, wie sich leicht zeigen lälst = 
N 1 RB 1 


wo St! das Product 1.2....A, und "% den rten zur Potenz A gehörenden 
Binomialcoefficienten bedeutet, und das obere oder untere Zeichen genom- 
men werden mufs, je nachdem /? eine gerade oder ungerade Zahl ist. 
Ist dieser Ausdruck für irgend einen Werth /t richtig, so ist er es auch 
für den Werth +1. Denn man erhält unmittelbar aus demselben 


*, Man findet denselben z. B. bei Eytelwein a. a.0. |. 405. u. 411. 
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1 
[+ + — 
1 RB 


Es ist aber 


(a-+ m 


1 1 1 


1 
bB(R+1)' 


Zieht man daher 7, von 7 ab, indem man die Glieder, die gleiche Nenner 


haben, verbindet, und erinnert sich, daß "BH’'B—="3 ist, so hat man 


1 
1 1 R+:9 1 
at mb + a+(nm R+1)0b/ 


Nun ist der Ausdruck (7), wie aus dem Früheren erhellt, wirklich für die 
Werthe = 2, R=3 richtig. Er gilt daher für alle Werthe von /? ın 
ganzen Zahlen. Hieraus folgt 


+ 


je nachdem Z eine gerade oder ungerade Zahl ist. Im ersten Falle ist daher 


— och 


im zweiten 


Jo ach 


R!b* 1— 1— 
Ist z.B. =, so hat man 


wie schon gefunden wurde, 


| 
.. +2 (4 
| oder 
| 
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4. Summation der Reihe 
1 1 1 
Diese Reihe muls gleichfalls für alle endliche positive Werthe von @ und 
b convergiren, weil ihr Werth zwischen dem positiv und negativ genom- 
menen Werthe der vorhergehenden Reihe liegt. Nach den Bemerkungen 
der ran Nummer findet man 


je nachdem Z? eine gerade oder ungerade Zahl ist; also hat man ım 
ersten Falle: 


und im zweiten: 


1 dx 
= — +....—2/ 1+ x" 1. 
It .B.e=1,b=1, so hat man: 
1 1 1 
= 


o 
ste=\,b=1, R=2%, so ist 
1 1 1 1/1 3. 


5. Verbindet man die Reihen aus Nummer 3. und 4. durch Ad- 
dition, so findet man sogleich die convergirende Reihe 
1 1 1 Rn 
b)....(a+Rb) + Rb)....(a-+-3Rb) + (a+4Rb)....(a+5fb) 


1 


o 


*) Denselben Werth dieser Reihe hat auch Littrow a, a. OÖ. auf indirectem 
Wege gefunden. 
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oder = 1 1 
a 
1 1 1 1 ] 
... + - am 


a ar [! eine gerade oder ungerade Zahl ist. Also ist im ersten Falle 


1 get R- -r)b-ı 1 


o 


und ım zw 


o 


Setzt man b=1, so hat man: 


1 1f1 1220x 
— are. tang.1 1 jog. nat. * 
= tang.1— log.nat.2 = — log. nat. 
6. Es ist nun leicht, auch die Summe der Reihe: 
1 1 1 


(a+Rb) 
zu finden, Diese Reihe convergirt ebenfalls, für alle endlichen positiven 
Werthe von «@ und 5, was man eben so wie in 3. beweisen kann. 

Man erhält alle Glieder dieser Reihe aus dem Ausdrucke 
1 
(a mb)....a+(m--R)b? 
wenn man statt allmählig die Werthe 0, A+1, 2 u sub- 
stituirt. Es ist daher 


ee 1 1 1 1 
“ nachdem /? gerade oder ungerade ist, also unter denselben Umständen 


1 1 1 


Ist z. B. R= soistt S= 


1.2.3 .d. 
1 | 1 0x uf 1 
st 
log. nat 3 
v3 log. nat. 3 d v3 


*) Auch diese Reihe hat Littrow am angeführten Orte gefunden. 
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weil —= y5.arc.tang. —,— log. nat. 1) ist, 


7. Hätte man hingegen die SE 
1 1 1 
alatb).atRb + [a+ 
so hätte man, je nachdem /? eine gerade oder ungerade Zahl ist: 


8. Durch ein ähnliches Verfahren kann die Summe einer Menge 
anderer Reihen gefunden werden, deren genauere Entwiekelung ich jedoch 
übergehe, da sie unmittelbar aus den angegebenen Prineipien abgeleitet 
werden können. Ich bemerke nur noch, dals auf dieselbe Weise auch 
die Summe von Reihen gefunden werden kann, bei welchen die Zähler 
der einzelnen Brüche nicht der Einheit gleich sind. Es sei z.B. die Reihe 


1 eo” 

a(a+b)(a-+2b) (a+3b)(a+-4b) )(a-+50) (@-+6b) (a-+7b) (a-+8b) 
gegeben. Diese Reihe convergirt, sobald « und 5 endliche positive Zahlen 
sind, und c einen ächten Bruch bedeutet, wie aus 6. erhellt. Man setze 


a—ı m „a+3b-ı am 
x .....— m 2359 
„a+2b-ı 


WE 

= — ce", 030 a+b 

x — cr. at-5b 


Vermöge des Ausdrucks (7°) in Nummer 3. findet man 


und 


+ 
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folglich ist 


PIE, 1— er, 30 1— ce. 030 ) 
9, Eben so leicht 2 man auf demselben Wese die Summe ei- 


ner grolsen Anzahl von Reihen finden, die nach den Sinus und Cosinus 


vielfacher Bogen fortgehen. Als einfaches Beispiel wähle ich die Reihe 
1 


1 1 
Setzt man statt sinn 4 den 


mAy—ı —mAy—ı 
und ruft die Formel (7°) in Nummer 3. zu Hülfe, so findet man 
1 1 / 1 1 er 
1 1 -3.1V -ı 1 3. -ı 1 ) 
— —, ee — —— ... 
1 21V - 1 -3.1V -ı ) ( 1 V 1 )| 
a+2b e + + 
Nun ist 
x .e .e 
also 


? 


1 1 I 0% er 1 eAV-ı er 1 „atzb-ı, eAV-ı er 
—1'20? 1-+- x. e 1+ 00. | 
Setzt man = so hat man 


woraus man nach bekannten Regeln $ = (1+ — findet *) 


Göttingen, im September 1831. 


) Denselben Werth dieser einzelnen Reihe hat Littrow a.a. O. auf ganz ver- 
schiedenem Wege gefunden. 


| 
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15. 


Analytisch-geometrische Aphorismen. 


(Vom Herrn Prof, Plücker zu Berlin. ) 


I. 


Einige Beispiele von der Anwendung allgemeiner Symbole 
und unbestimmter CGoefficienten. 


1. lc habe schon bei mehreren Gelegenheiten hervorgehoben, wie solche 
Sätze über gerade Linien, welche von Gröflsen-Bestimmungen unabhängig 
sind, sich durch die Anwendung blofser Symbole, die an die Stelle linea- 
rer Gleichungen treten, und unbestimmter Coeflicienten, beweisen lassen. 
Beweise dieser Art scheinen mir besonders zierlich. So wie ein hierher 
gehöriger Satz vorliegt, können wir die Voraussetzungen desselben durch 
Symbole und unbestimmte CoesGeienten ausdrücken, und dann ist der Weg 
für den Beweis desselben sogleich angezeigt. Man kann sagen, dafs ein 
solcher Beweis ein so rein synthetischer ist, wie man sonst derselben 
nicht leicht findet. Es war ursprünglich meine Absicht, eine dritte Abthei- 
lung des zu Anfang dieses Jahres erschienenen zweiten und letzten Ban- 
des meiner „‚analytisch- geometrischen Entwickelungen” diesem Gegen- 
stande und namentlich der Veraligemeimerung desselben zu widmen. Ielı 
will hier durch ein paar Beispiele den Charakter dieser Art von Beweis- 
führungen noch in ein heileres Licht zu steilen suchen. 

2. Der folgende Satz ist aligemein bekannt und gehört zu den 
wichtigeren der Situations- Geometrie. 

Wenn drei in demselben Puncte (©) sich schneidende 
serade Linien gegeben sind, und man legt von irgend einem 
Punete (M) der dritten Linie zwei neue gerade Linien (HAS, 
MBB‘), von welchen die erste gegebene in zwei Punecten (4 
und B), und die zweite in zwei andern Puncten (4 und 2) 
geschnitten wird, so liegt der Durchschnitt von SD und Z#P,, 
wo auch der Puncet M auf der dritten gegebenen geraden 
Linie fortrücken mag, und wie auch die beiden durch dieseu 
”unct gelegten geraden Linien ihre Richtung verändern 
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mögen, auf einer festen vierten geraden Linie, die ebenfalls 
durch den Punct OÖ geht. 


Indem wir Ausdrücke von der Form (4y-+-Dx-+LC) durch die 
Symbole c und ce’ bezeichnen, können wir die drei gegebenen, in demsel- 
ben Puncte sich schneidenden, geraden Linien durch folgende Gleichun- 
gen darstellen: 

Wenn bei ähnlicher Bezeichnung, die beiden neuen durch M, einen Punct 
der geraden Linie: c+e’=0, gehenden geraden Linien durch 
== 
dargestellt werden, so können wir, um die Bedingung des Satzes auszudrücken, 
atb=c-+c 

setzen. Aus dieser identischen Gleichung ergeben sich folgende beiden: 

a—c =c —J, 

a—c =c'—b. 


Die beiden Gleichungen 


0, 

stellen folglich die geraden Linien SB und 4b’ dar. Denn, die erste die- 
ser Gleichungen, zum Beispiel, stellt eine solche gerade Linie dar, die ei- 
nerseits durch den Durchschnitt von a=0 und =0, oder den Punct 
4', und andererseits durch den Büurchsehnitt von und c=0, oder 
den Punct geht. 

\renn wir die beiden letzten Gleichungen von einander abziehen, 


so kömmt: 


0: 
die Gleichung einer neuen geraden Linie, die, was diese Gleichung zeigt, 
durch den gemeinschalftlichen Durelischnitt der drei gegebenen geht. Aus 
dieser Gleichung sind die Symbole @ und db. ganz verschwunden, unäü so- 
mit ist der vorliegende Satz bewiesen, 

Wir haben in dem Vorstehenden keiner unbestimmten Ooefficien- 
ten bedurft, weil wir Ausdrücke von der Form (Ay+Bx-+C) durch 
Symbole bezeichnet haben. Ein solches Symbol enthält implicite schon 
einen unbestimmten Coefheienten, weil solehe Ausdrücke einen Coefhcien- 
ten mehr enthalten, als Coeflieienten zur Bestimmung einer gegebenen ge- 
raden Linie nothwendig sind. 
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3. Es seien in derselben Ebene sechs Puncte gegeben, 
von welchen drei auf einer, und die drei übrigen auf einer 
andern geraden Linie liegen. Man kann die drei Puncte der 
einen geraden Linie mit den drei Puncten der andern durch 
neun neue gerade Linien verbinden. Diese neun gerade Li- 
nien schneiden sich, paarweise genommen, in achtzehn neuen 
Puncten. Diese achtzehn Puncte liegen zu drei auf sechs ge- 
raden Linien vertheilt. Diese sechs geraden Linien gehen 
zu drei durch dieselben beiden Puncte. 


Wir wollen den Beweis ganz direct angreifen, und schrittweise vor- 
wärtsgehen; also zuerst die Gleichungen derjenigen neun geraden Linien 
entwickeln, welche die drei Punete (1,11, 11) auf der ersten gegebenen 
geraden Linie (G) mit den drei Puncten (1,2,5) auf der zweiten seraden 
Linie (FH) verbinden. Diese neun geraden Linien wollen wir durch 
d,1), 1,2), (1,3), AL,2), (1,5), 1), (II,2), 3) 
bezeichnen. Wir erhalten die Gleichungen aller dieser geraden Linien 
durch Hülfe dreier Symbole und vier unbestimmter Coeffheienten. Zn die- 
sem Ende seien die Gleichungen der beiden gegebenen geraden Linien 


(G) und (AH): 


ge = 0, h = 
und die Gleichung einer von jenen neun geraden Linien, für die wir 


(1,2) nehmen wollen, sei 
(I, 2) 


Durch diese drei geraden Linien sind die beiden Punete (1) und (2) be- 
stimmt. Für (1, 3) erhalten wir aisdann eine Gleichung von folgender Form: 
(1,3) 

Durch den Coefficienten x ist diese gerade Linie, und also auch ihr Durch- 
schnitt mit (Z/), der Punct (5), bestimmt. Durch den Punet (3) geht die 
oerade Linie (11, 3); durch Einführung eines neuen unbestimmten Cvellieien- 

ten erhält man für ihre Gleichung: 
(1,3) 
Durch diese gerade Linie ist der Punct (Il) bestimmt. 
Ganz auf dieselbe Weise erhält ınan für (Il, 2): 
(Ill, 2) ateh=0, 
und hiernach für (111, 1) 
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Wir sind also ursprünglich von den beiden geraden Linien (G) und 
(H) und von (1,2) ausgegangen. Hierdurch sind die beiden Puncte (1) 
und (2) gegeben. Durch (I) legen wir die gerade Linie (I, 3), wodurch 
auf (/]) der Punct (3) bestimmt wird, durch (3) legen wir (IH, 3), wodurch 
auf (G) der Punet (II) bestimmt wird. Durch (2) legen wir (IH,2) wo- 
durch auf (@) der Punet (11), und durch (IN) legen wir (IH, 1), wodurch 
auf (7) der Punet (1) bestimmt wird, Um die Gleichung einer geraden 
Linie zu erhalten, deren Richtung nicht näher bestimmt ist, die aber durch 
den Durchschnitt zweier bekannter geraden Linien geht, bedarf man blofs 
eines neuen unbestimmten Coefficienten. Die sechs Puncte (I), (11), (I) 
und (1), (2), (3) sind also durch die drei Symbole «, g, 7 und durch vier 
Coellieienten u, v, eg und « gegeben. Den Voraussetzungen des vorstehen- 
den Satzes gemüls bedeuten «a, g, 4 beliebige lineare Ausdrücke in y 
und x, und £, v, e und a bleiben ganz unbestimmt. Wenn wir nun aber 
die eben genannten sechs Pımete noch durch neue gerade Linien verbin- 
den, so müssen sich diese nothwendig durch solche Gleichungen ausdrücken 
lassen, welche blofs dieselben drei Symbole und dieselben vier unbestimm- 
ten Coellicienten enthalten. Ja noch mehr, wenn wir die Durchschnitts- 
puncte der verschiedenen Verbindungs-Linien, paarweise genommen, durch 
neue gerade Linien verbinden, dann wieder neue gerade Linien durch 
neue Paare von Burchsehnittspuneten legen, und auf diese Weise beliebig 
Tortfahren, so erhalten wir für jede solche gerade Linie eine Gleichung 
von folgender Form: 

Ma+-Ns+Ph=0, 

in der 7, N und P bestimmte Functionen der vier unbestimmten Coef- 
ficienten 1, v,e und 7 sind. 

‘ür die noch nicht bestimmten vier Verbindungs-Linien erhalten 
wir folgende Gleichungen : 


(1,1) 
(1,1) a+rg=0, 
(11,2) 
(11,3) e+ugtehi=0. 


Bei einiger Übung können wir die vorstehenden Gleichungen, indem wir die 
frühern Gleichungen gehörig zusammenstellen, unmittelbar hinschreiben. 
Die erste derselben stellt diejenige gerade Linie dar, die einerseits durch 
den Durchschnitt von (11, 3) und (G) geht, deren Gleichungen: 
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=, 
und andrerseits durch den Durchschnitt von (III, 1) und (77), deren Gleichungen 
a+ogsteh=0, A 
sind. Einerseits hat also die gesuchte Gleichung folgende Form: 
—=0, 
wobei p irgend einen unbestimmten Coefficienten bezeichnet, oder einfa- 
cher, indem wir » mit dem unbestimmten CoeffAcienten zusammenfassen, 


folgende: 

und andererseits hat dieselbe Gleichung folgende Form: 

wobei 9 einen neuen unbestimmten Coefficienten bedeutet. Wenn die letz- 
ten Gleichungen identisch werden sollen, so muls, bei der Unabhängigkeit 
der Symbole @, 5 und 4 von einander, P7=c und 9=y genommen wer- 
den, und es kommt: 

Auf ganz gleiche Weise ergeben sich die drei übrigen Gleichungen. 
Drei Puncte, die nach dem ersten Theile des vorstehenden Satzes 

in gerader Linie liegen, sind die Durchschnitte folgender drei Linien - Paare: 


(1, 2) e=(, GL, 1) 
A. (1,3) et ug = 0, (111, 2 a+.h=V0; 
(I, (1, 3) a+ug=0. 


Um diefs zu beweisen, wollen wir die Gleichung derjenigen geraden Linien 
entwickeln, welche durch den ersten und zweiten und durch den ersten 
und dritten Durchschnittspunct gehen. Weil solche zwei gerade Linien 
beide den ersten Durchschnittspunet enthalten, so haben ihre Gleichungen 


folgende Form: 
l. 
und der unbestimmte Coeffieient » wird einmal durch die identische Gleichung 
und das andere Mal durch 
bestimmt. r, s, 9 und £ bezeichnen neue unbestimmte Coefficienten, Zu 
ihrer Bestimmung erhalten wir einmal folgende Gleichungen: 
2. p=r+s, v=rv+ 
und das andere Mal: 


Hin, 
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Wir erhalten aus den Gleichungen (2.) und den Gleichungen (3.) für p 


denselben Werth, nemlich: 
10 


und hiernach geht die Gleichung (1.) in folgende über: 

4. 0, 
und stellt mithin eine solche gerade Linie dar, welche durch alle drei in 
Rede stehende Durchschnittspuncte geht. 

Andere Gruppen dreier ın gerader Linie liegende Durchschnitts- 
punete ergeben sich, wenn wir die Puncte (I), (II), (II), so wie die 
Punete (1), (2), (3), beliebig untereinander vertauschen. Wenn wir ins- 
besondere (11) mit (IIP), und (1) mit (3) gegenseitig vertauschen, so erhal- 
ten wir drei Linien-Paare (#) nun folgende: 


a=0, (MB) 0; 
B. +og+eh == 0, (il, 2) atvh 0; 
(I, 3) ae =0. 


Man sieht sogleich, dafs der Übergang von den Gleichungen (4) zu den 
Gleichungen (P) durch gegenseitige Vertauschung von c mit x und von e mit v 
geschieht. Aus (4.) ergiebt sich hiernach sogleich für diejenige gerade Li- 
nie, welche die drei neuen Durchschnittspunete enthält, folgende Gleichung: 
(uvtre—ue) a-uve gtroh=0. 
Wenn wir ferner (II) mit (1), und (2) mit (3) gegenseitig vertau- 
schen, so erhalten wir statt der geraden Linien (4) die folgenden: 


(1 vh=(, (1, 3) atug= 0; 
1,1) 


Die Gleichung derjenigen geraden Linie, welche diese drei neuen Durch- 

schnittspuncte enthält, hat zugleich folgende Formen: 

und £ sind unbestimmte Coeffhieienten, die so angenommen werden 


können, dals die ersten Theile dieser Gleichungen identisch werden. 


Dieis giebt: 

»=g0, 
Hieraus erhalten wir ohne Mühe für p: 
0 


p 


— 


? 


und mithin für die gesuchte Gleichung: 
6. = 
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Wenn wir die Gleichung (5.) von der Gleichung (4.) abziehen, so 
erhalten wir die Gleichung (6.). Die drei bezüglichen geraden Linien 
gehen also durch denselben Punct. 

Wir. haben also in dem Vorstehenden nachgewiesen, dafs folgende 
dreimal drei Puncte: 

(1,2, AI, D,(, 3) 

auf drei geraden Linien liegen, und diese drei geraden Linien in demselben 
Punete sich schneiden. Die übrigen dreimal drei Durchschnittspuncte, 
weiche auf drei geraden Linien liegen, die ebenfalls wieder in demselben 
Puncte sich schneiden, ergeben sich, wenn wir in dem letzten Schema 
irgend zwei lateinische oder irgend zwei arabische Ziflern mit einander 
vertauschen, Es gilt gleich, welche Vertauschung dieser Art wir hier 
vornehmen; wir erhalten immer, nur in verschiedener Aufeinanderfolge, 
dieselben Puncte. Vertauschen wir (1) und (2), so kommt: 

(,1, 01,3) (1,2, 

(il, 2), (II, 5) (1,3), dl, 1) 2), (dl, 2). 

Der auf diese Weise bewiesene Satz ist vollständig, so viel ich 
weils, zuerst von Hrn. Steiner in Gergonne’s Annalen (Oct. 1828) 
zum Beweise vorgelegt worden. Man erkennt in demselben leicht einen 
besonderen Fall eines Satzes in Bezug auf solche Sechsecke, die sich in 
eine Linie zweiter Ordnung beschreiben lassen. (Vergl. das gegenw. Jour- 
nal, V. Band, 8.280.). An die Stelle der Curve zweiter Ordnung tritt 
biofs ein System von zwei geraden Linien. 

4. Mit dem eben bewiesenen Satze ist der folgende durch das 
‚„Princip der Reeiproeität” verknüpft, und am angeführten Orte sogleich 
daneben gestellt. 

Es seien in derselben Ebene sechs gerade Linien, von 
welchen drei in einem Puncte, und die drei übrigen in einem 
andern Puncte sich schneiden, gegeben. Die drei durch den 
einen Punct gehenden geraden Linien schneiden die durch 
den andern Punct gehenden noch in neun neuen Puncten. 
Diese Puncte bestimmen, paarweise, achtzehn neue gerade 
Linien, welche zu drei in denselben sechs Puncten zusam- 
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men laufen, Diese sechs Punete liegen zu drei und drei auf 
zwei geraden Linien. 

Es ergiebt sich dieser Satz wiederum aus einem allgemeinen Satze 
(gegenw. Journ. V., 280.), wenn man in diesem an die Stelle der Curve 
zweiter Classe ein System von zwei Puncten setzt. Wir können ferner 
denselben Satz als zugleich in dem Vorhergehenden bewiesen ansehen, 
wenn wir überall Puncete an die Stelle von geraden Linien setzen, und 
umgekehrt, und, statt durch die Gleichungen 

el, 

gerade Linien darzustellen, nun durch dieselben diejenigen beiden festen 
Puncte, in welchen die sechs gegebenen geraden Linien zu drei und drei 
sich schneiden und sonst noch irgend einen beliebigen Durchschnittspunet 
dieser Linien darstellen. (Über diesen Gegenstand vergleiche man den 2. Band 
meiner „Entwicklungen” oder auch eine unvollkomniene Vorarbeit hierzu 
im 6. Bande des gegenwärtigen Journals.) Wir wollen indefs den Beweis 
des vorliegenden Satzes durch die allgemeine Verbindung von Symbolen 
führen, die wiederum, wie früher, gleich Null gesetzt, gerade Linien dar- 
stellen, und bemerken zugleich, dafs der so angelegte Beweis des letzten 
Satzes in den Beweis des vorhergehenden übergeht, wenn wir den Sym- 
bolen eine andere Bedeutung unterlegen. Wir sehen, wie das „Prineip 
der Reciproeität” für alle diejenigen Sätze, welche durch allgemeine Sym- 
bole bewiesen werden können, unmittelbar gerechtfertigt ist. 

Ob der Beweis eines gegebenen Satzes oder des mit ihm durch 
das Prineip der Reeiprocität verbundenen, bei Zugrundelegung gewöhn- 
jicher Punct-Coordinaten, einfacher sein werde, lälst sich so ziemlich im 
Yoraus überschlagen. Einlacher ıst es, im Allgemeinen, beim Gebrauche 
dieser Coordinaten, und also auch bei der Kinführung von Symbolen, 
welche auf dieseiben sich beziehen, zu beweisen, dals drei gerade Li- 
nien in demselben Punete sich schneiden, als dafs drei Puncte in gera- 
der Linie liegen. Bestehen zwei zusammengehörige Sätze, wie die vor- 
jiegenden, aus mehreren sich aneinander anreihenden einzelnen Sätzen, 
so wird es im Allgemeinen leichter sein, denjenigen zu beweisen, nach 
welchem bestimmte Punete in gerader Linie liegen, die dann ihrerseits 
wieder in demselben Pımete sich schneiden. Denn die schwierigern Ope- 
rationen werden bierbei im Allgemeinen mit einfachern, und die leichtern 
mit zusammengesetztern Gleichungen unternommen. Der oben gegebene 
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Beweis des ersten Satzes wird hiernach, wenn nicht etwa besondere Kunst- 
griffe angewandt werden können, einfacher sein als der nachlolgende. 
Die Sache verhält sich gerade umgekehrt, wenn wir uns der neuen Linien- 
Coordinaten bedienen. 


Die Gleichungen der nach dem letzten Satze gegebenen drei gera- 
den Linien, von welchen die drei ersten und die drei letzten in demsel- 
ben Puncte sich schneiden mögen, seien: 

Wir wollen nachweisen, dafs die drei geraden Linien 
(I) (a,b’; a‘, b), (a,c'; a’, c), (b, e'; ec) 
in demselben Punecte sich schneiden, 

Wenn wir für die Gleichung der geraden Linie, welche durch die- 
jenigen beiden Puncte geht, in welchen die gegebenen geraden Linien 
zu drei und drei sick schneiden, folgende einführen: 

so können wir die Bedingungen des Satzes folgendergestalt durch Hülle 
unbestimmter Coeflicienten ausdrücken : 

atvg=c, a+ vg = 
Die Gleichung von (a, b’; a’b) ergiebt sich alsdann sogleich, indem man 
zwei unbestimmte Coeflicienten p und e in folgenden Gleichungen so be- 
stimmt, dafs diese Gleichungen identisch werden: 


= 0, re! 


Man erhält auf den ersten Blick: 
Indem man # und y vertauscht, ergiebt sich sogleich für (a, «'; «‘,c) 


folgende Gleichung : 
vatvua 
Wir erhalten endlich die Gleichung von (b, ec‘; b', c), indem wir die 
beiden Gleichungen: 


tug) 
durch Hülfe der unbestimmten Coefficienten p und 9 identisch machen. 
Auf diese Weise kommt: 


3. + 0. 
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Man gelangt zur Gleichung (3.), wenn man die Gleichung (2.) von 
der Gleichung (1.) abzieht. Die bezüglichen drei geraden Linien schnei- 
den sich also in demselben Puncte. 

Für folgende drei gerade Linien: 

(B) b,c‘), (a,b'; c,c'), c,a‘), 
erhalten wir die Gleichungen: 


wW—v)atve 


und sehen, dafs auch diese drei gerade Linien in demselben Puncte sich 
schneiden. 

Indem wir (2) und (ec), und dem entsprechend, # und y gegenseitig 
mit einander vertauschen, erhalten wir folgende drei neue gerade Linien, 
die in demselben Puncte sich schneiden: 

(a,e'; b,b), (e,c'; b,a‘), 
und für dieselben die Gleichungen: 


wa—va —=(, 
= 0, 
vetlu— va 


Es bleibt uns nun nach dem zweiten Theile des vorliegenden Satzes 
noch zu beweisen übrig, dafs die drei gemeinschaftlichen Durchschnitts- 
puncte der geraden Linien (4), (PD) und (EC) in gerader Linie liegen. Die- 
selben Durchschnittspunete können wir durch drei Linien-Paare bestim- 
men, deren Gleichungen folgende sind: 


wv(u—v) j 


(u — 
u v vu 
= 0 \ 
u 
uw + — uv’ 
vu +3 
ua =(, 


die sich unmittelbar aus den Gleichungen der drei Gruppen von drei ge- 
raden Linien ergeben. Die Gleichungen irgend dreier gerader Linien, 


| 
+2=0; | 
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welche durch die drei Durchschnitte der in Rede stehenden drei Linien- 
Paare gehen, haben folgende Form: 


uv u — ur(u’— 
4. =(, 
un rv ‚je 


Es ist also nachzuweisen, dals diese drei FRE durch schickliche 
Wahl der drei unbestimmten CGoeflicienten p, 7 und r identisch gemacht 
werden können, was für Ausdrücke e, a’ und g auch darstellen mögen. 
Diese Bedingung fordert zuerst: 

p=y=r. 
Wenn wir den Werth von = aus den Coeffieienten von ? in den bei- 


den ersten der Gleichungen (4.) bestimmen, so ergiebt sich: 
(ur — vu) (u — 


u (uw — vv‘) 
Da der vorstehende Ausdruck für p in Beziehung auf » und v symmetrisch 
ist, und die beiden letzten Gleichungen (4.) durch gegenseitige Vertau- 


schung von # und v in emander übergehen, so folst, dals wir für den 
unbestimmten Coeflicienten p7(=9==r) denselben Ausdruck durch Zusam- 
menstellung der Coeilicienten von @ in der ersten und dritten der Glei- 
chungen (4.) erhalten hätten, und eben diels war zu beweisen. 

Bonn, am 1. August 1831. 


(Die Fortsetzung folet ) 
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16. 


Zerschneidung jeder beliebigen Anzahl von gleichen 
geradlinigen Figuren in dieselben Stücke. 


(Von Herrn Gerwien, Pr. Lieut. im Königl. Preufs, 22sten Inf. Regim. ) 


l. 


Lehrsatz. Haben mehrere Dreiecke ABC, ABD, AED, 
AEF (Taf. 111, Fig. 1.) gleiche, in gerader Linie nebeneinander 
liegende Grundlinien CD, BD, DE, EF, und eine gemein- 
schaftliche Spitze A, so wird jedes dieser Dreiecke in die- 
selben Stücke zerlegt wie die übrigen, wenn man durch die 
Endpuncte Z, D, E, der gemeinschaftlichen Seiten zu allen 
Seiten der genannten Dreiecke parallele Linien zieht. 


Beweis. Aus den Voraussetzungen dieses Satzes folgt zunächst 
eine gesetzmälsige Schneidung zwischen den von B, D und E aus gezo- 
vsenen Parallelen ın den Seiten der gegebenen Dreiecke. 8o treffen sich 
hier die Linien BZ und DI in #C, da BI parallel Df, und COB=BD 
ist, folglich B/ die Mitte von #C schneidet, dasselbe aber auch für DI 
gilt, da DI parallel 47%, und DC= DF vorausgesetzt wurde. Eben so 
ergiebt sich die Schneidung von DO und EO in ZF, und endlich die 
von BQ und EL in AD. Hieraus geht die Behauptung in der folgen- 
den Art hervor. 

ÄAADU besteht aus denselben Stücken wie A4/ZE7, da jedes Paar 
dieser Stücke lauter parallele Seiten, also auch lauter gleiche Winkel hat, 
und sich aulserdem zeigen lülst, dais auch ein oder zwei Paar gleichlie- 
sende Seiten dieser Stücke gleich sind. Es ist nämlich: 

1. CGB congruent EMF, (CB=EF,) 

2. BGH congruent PA. als P. zw. P.) 

3. HBI eongruent ZEO, (BI=EO, da beide Linien = 774 als 
P. zw. P. sind.) 

4. BIR eongruent EON. (BI=EO.) 

5. KIKS congruent POZY. IK=ZO, da 7[4=DO, wd Ad= 
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DZ als P. zw. P. ist. ZR ist ferner = PO, da ZD=A0, und RD 
— AP als P. zw. P. sein mul.) 

6. KSTL congruent XYPQ. (KL=X(l, d AKL=K4A=AL= 
2140—4AC=,,4AC ist, und XL wegen der Gleichheit von 40, 
00, OM, oder 4AL, d.h. gleichfalls „53 4C sein muls. ÄS 
ist ferner =ÄY, da sich AS = DS = 3 AE—4AE =1AL, 
und auch XY = AY— findet.) 

7. LTA congruent MNE. (1,4 = EM.) 

Ganz auf dieselbe Weise lüäfst sich zeigen, dafs auch die Dreiecke ADB und 
ADE dieselben Stücke enthalten, wie das Dreieck ABC, 

Aufgabe. Es sind zwei Dreiecke mit gleichen Grund- 
linienundHöhen gegeben; man soll beide in dieselben Stücke 
zerschneiden. 

Legt man beide Dreiecke ABC und DEF, (Fig. 2.), so aneinander 
(CGB congruent DEF), dals die gleichen Grundlinien zusammenfallen, 
welches auf zwiefache Art geschehen kann, je nachdem man £ in B 
oder in C legt, so entsteht entweder in einem von beiden Fillen ein 
Viereck #bGC mit lauter hohlen Winkeln, oder in jedem von beiden 
Fällen ein Viereck ABGC, (Fig. 3.), mit einem erhabenen Winkel. 

Auflösungl., wenn eins der beiden entstehenden Vierecke, z, B. 
ABGC, (Fig. 2.), nur hohle Winkel hat. 

Verbinde die Spitzen beider Dreiecke / und G, und ziehe durch 
den Schneidungspunet // mit der gemeinschaftlichen Seite BC in jedem 
der beiden Dreiecke zu den Seiten des anderen parallele Linien, also 
HI und HK parallel zu GC und GB, HL und HM parallel zu 40 und 
AB, so ist die geforderte Zerlegung der Dreiecke ABC und BGO oder 
DEF vollendet. 

Beweis. Aus der Gleichheit der Höhen 40 und NG ergiebt sich 
die Congruenz der rechtwinkligen Dreiecke /HO und GHN, also auch 
die Gleichheit von ZH und HG. Hieraus folgt die Congruenz von AHI 
mit //GL, und von {HK mit HGM, da beide Paar Dreiecke aufserdem 
zwei Paar gleiche Winkel als Gegenwinkel paralleler Linien haben. Die 
Congruenz von C/H mit CLH, und von HKB mit HMB endlich be- 
ruht darauf, dafs jedes Paar dieser Dreiecke eine gemeinschaftliche Seite, 
und zwei Paar gleicher Winkel als Wechselwinkel paralleler Linien hat. 
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Jedes der beiden Dreiecke 4BC und CBG oder DEF ist also in dieselben 
4 Stücke zerschnitten wie das andere, 

Auflösung 2., wenn jedes der beiden entstehenden Vierecke, z. B. 
ABGEC (Fig. 3.), einen erhabenen Winkel hat. 

Verlängere die gemeinschaftliche Grundlinie CB von den beiden 
Dreiecken AbU und BGC so lange um sich selbst, bis die Verbindungs- 
linie der Spitzen 4 und G erreicht wird, welches hier von der Linie 
HI (= Hb= geschieht, und lege 

Istens, durch sämmtliche Endpuncte B, H etc. der = CB abgesetzten 
Linien Parallelen zu den Verbindungslinien dieser Puncte mit den 
Spitzen 4 und 6, 

2tens, schneide jedes der beiden Dreiecke HI und FIG, in welche 
46 füllt, nach der vorher gegebenen Auflösung (1.) von Ä aus in 
dieselben 4 Stücke, 

Stens, zeichne bei jedem der 4 Paar entstandener congruenter Dreiecke, 
z.B. HKA und UGÄ, die Stücke des einen wechselweise in die Stücke 
des anderen hinein, 

so ist 24117 in dieselben Stücke zerlegt wie das AHGI, und es läfst 
sich aus diesen Stücken eben sowohl das eine gegebene AABC als auch 
das andere CGPB oder DEF zusammensetzen, 

Beweis. Da AMK congruent OGÄ ist, und die Stücke von 
MAX sowohl in OXG, als umgekehrt, die Stücke von OÄG in MKA 
hineingezeichnet sind, so müssen bei einer gehörigen Aufeinanderlegung 
beider Dreiecke sämmtliche Grenzen der erhaltenen Stücke in einander 
fallen: folglich enthält das eine dieseiben Stücke wie das andere. Das- 
selbe läfst sich aber auch für die übrigen 3 Paar congruenter Dreiecke 
zeigen. Demnach ist überhaupt A A/I/I aus denselben Stücken zusammen- 
gesetzt wie das AHUGT. 

Ferner wird A4BC von denselben 4 Stücken wie das A4HI 
nach dem in 1. bewiesenen Lehrsatz gebildet, dad C(B=BH=HI ist, 
und von D und 77 zu allen Seiten beider Dreiecke parallele Linien ge- 
zogen sind. Es ist nämlich congruent VOBP congruent AMS, 
BP/R congruent HMSTU, und FRA congruent ÜHL. Zeichnet man 
also, wie es in der Auflösung geschah, bei jedem der 4 Paar congruenter 
Stücke, in das ungetheilte Stück (z. B. in P/ItB), die einzelnen Bestand- 
theile des congruenten Stücks (NSTH) hinein, (nämlich Bo/ congruent 


16. Gerwien, Zerschneidung gleich grofser Figuren in congruente Stücke, 231 


H wa, opl!n congruent wxab, pngP congruent zöcM, gtuP congruent 
cdhM, tur eongruent dhe, Puv congruent Mhg, urRsvu congruent 
heUfg, und endlich sR7 congruent fUVS), so zeigt sich das ganze Dreieck 
ABC offenbar aus denselben Stücken zusammengesetzt wie dass AAHI. 
Da sich nun ferner auf gleiche Weise zeigen lälst, dafs mittelst der Auf- 
lösung auch im ACBG dieselben Stücke erzeugt worden sind, wie im 
AHGI, und HGI wieder nach dem Anfange dieses Beweises dieselben 
Stücke enthält wie dass A4H/I, so geht daraus endlich hervor, dals 
AABC und ACbG oder ADEF wirklich, wie es verlangt wurde, in 
dieselben Stücke zerschnitten sind. 


Anmerkung. Eine zweite Auflösung für den Fall, dafs das entstehende Viereck 
einen erhabenen Winkel hat, ergiebt sich folgendergestalt: 
1stens, verlängere CB so lange um sich selbst, bis 4G erreicht wird, welches 
bier für HI gilt, und lege BO parallel 74, BT parallel IG; 
2tens, schneide CBQO und CBT, jedes nach der Auflösung des ersten Falls, in 
dieselben 4 Stücke; 
3tens, setze CO= (OF etc, CT=TW eic. ab, und zerlege durch Hülfe des 


in 1. bewiesenen Satzes die hiedurch in BCA und BGC entstandenen Drei- 
ecke BCQ, QOYVB etc. in dieselben Stücke; 


4iens, zeichne die einzelnen Bestandtheile der Stücke von CBQO in die congruen- 
ten Stücke von CBT, und umgekehrt; 
5tens, endlich trage die einzelnen Bestandtheile von CBO in die congruenten 
Stücke von OBF’, VBA etc., und eben so von ÜBT in TBW, WBG etc. ab, 
so hat man beide Dreiecke ABC und CBG oder DEF in dieselben Stücke zer- 
schnitten. 


Diese Auflösung hat gegen die zuerst entwickelte den Vorzug, dafs sich die 
Stücke in den gegebenen Dreie:ken geradezu erzeugen. Dagegen hat die vor- 
hergehende Auflösung den Vorth:il, dafs bei derselben jedes der gegebenen Dreieke 
nur höchstens in halb so viel Stücke zerschnittien wird, als sich mittelst der 
zweiten Auflösung ergeben, 


II. 

Aufgabe Es sind zwei an Flächen-Inhalt gleiche 
Dreiecke gegeben; man soll jedes in dieselben Stücke zer- 
schneiden, 

Auflösung. Sind ABC und DEF, (Fig. 4.), die gegebenen Dreiecke, 
AB und FE ihre grölsten Seiten, so lege 

Istens, zuEf', der größseren von diesen beiden Linien eine um die Höhe 
DV entiernte Parallele ///, beschreibe um F#' mit der zweiten vorher 
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genannten Seite AB einen Kreis, und verbinde den zunächst an E 
fallenden Schneidungspunet Z mit E; 

2tens, schneide nach der Auflösung 1. der Aufgabe II, die beiden Dreiecke 
FDE und FIE in dieselben 4 Stücke; 

3tens, lege AFJE mit seinen 4 Stücken eongruent ZKB so an das 
Z ABC, dals die gleichen Seiten B und FT zusammenfallen ; 

4tens, schneide /JÄD zum zweitenmal in dieselben Stücke mit ABC 
nach der Auflösung 1. oder 2, der Aufgabe II.; 

Stens, zeichne in die ungetheilten Stücke von ABC die einzelnen Be- 
standtheile der im & 4BK liegenden congruenten Stücke hinein, und 

Ötens, in die 4 Stücke des AFDE die einzelnen Bestandtheile der con- 
sruenten Stücke des AABK oder IFE, 

so ist 4 ÄBC in dieselben Stücke zerlegt wie das ADFE. 

Beweis. Da F/=FH ist, muls Winkel HIF, also auch der 
sleiche Wechselwinkel Z/ZFE spitz sein. Die 3 Winkel JEF, FED und 
DFE sind ebenfalls spitz, da alle 3 nicht der grölsesten Seite ihres zu- 
gehörigen Dreiecks gegenüber liegen, folglich sind die Winkel DFI und 
DEI hehl. und es ist deshalb die Auflösung 1. der Aufgabe II. anwend- 
bar. Wegen der gleichen Höhen und Grundiinien hat ferner FIE, also 
auch das congruente AAAP mit FDE, und deshalb auch mit ZBC gleichen 
Flücheninhalt. Demnach haben die Dreiecke BKX und ABC gleiche 
Grundlinien und Höheu, und lassen sich also wirklich nach der Aufgabe 
Il. in dieselben Stücke schneiden. Nun sind aber endlich sowohl in die 
Stücke von /BC, als in die von ZDF, die einzelnen Theile der congruenten 
Stücke des eingezeichnet, folglich ist wirklich in dieselben 
Stücke zerschnitten wie das AEDF. 

IV. 

Aufgabe. Es sind zwei Polygone von gleichem Flä- 
cheninhalt gegeben; man soll jedes in dieselben Stücke zer- 
schneiden. 

Auflösung und Beweis. Sei (Fig. 5.) ABÜCDE das eine, und 
FGHI das andere gegebene Polygon. 

istens, verwandle das zseit JBCDE auf die bekannte Art in das 
(n—1)seit EXCD, und zerschneide nach II, die gleichen Dreiecke ABE 
nd EÄB in dieselben Stücke, so. ist auch das ganze (a—-1)seit in die- 
selben Stücke wie das seit getheilt. Verwandle ferner das (n—1)seit 
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auf gleiche Weise in ein (a—?seit EDM, zerschneide wieder die hie- 
bei entstandenen gleichen Dreiecke EXÄC und ECM in dieselben Stücke, 
und zeichne sowohl in die Stücke des zu dem zseit gehörenden Dreiecks 
ABE die entstandenen einzelnen Bestandtheile der congruenten Stücke des 
AEBK, als auch in die Stücke des AECH die einzelnen Bestandtheile 
der congruenten Stücke des ACEX, so ist das nseit, das 2— Iseit und 
das 2—2seit in dieselben Stücke zerschnitten. Setzt man nun dies Ver- 
fahren, namentlich die Einzeichnung der in dem vorletzten Polygon ent- 
standenen kleineren Bestandtheile in die congruenten Stücke des zuletzt 
erhaltenen und des gegebenen Polygons so lange fort, bis sich ein 4, hier 
EDNM, ergiebt, so ist klar, dals dieses aus denselben Stücken wie das ge- 
gebene nseit {BCDE bestehen muls. 

2tens, verwandle das nseit FGIIl gleichfalls in ein AO/IF, und 
zerschneide, ganz so wie es vorher gezeigt wurde, beide in dieselben Stücke. 

3tens, schneide die beiden erhaltenen gleichen Dreiecke EMD und 
FOI nach der Aufgabe IH. in dieselbe Stücke. 

4tens, zeichne in die aus der letzten Schneidung hervorgegangenen 
Stücke des AEDM die einzelnen Theile der congruenten Stücke des A 
OIF hinein, und verfahre eben so mit OIF in Beziehung auf EDM, so 
müssen beide Dreiecke aus denselben Stücken zusammengesetzt sein. 

Zeichnet man daher 

5tens, in die Stücke des seits ABCDE die einzelnen Bestandtheile 
aus den nach 1. congruenten Stücken des AEMD;, welche sich mittelst 
der in 3. und 4. ausgeführten Schneidung ergeben haben, und construirt 
endlich gleichfalls in den Stücken des nseits FGIII die einzelnen Bestand- 
theile aus den nach 2. congruenten Stücken des AOTF, die sich aus den 
Operationen 3. und 4. ergeben, so hat man, da nach 4. beide Dreiecke 
EMD und OIF in dieselben Stücke getheilt sind, offenbar auch das nsei- 
tige Polygon ABCDE und das mseitige Polygon FGHI in dieselben 
Stücke zerschnitten. 


Aufgabe. Es sind mehrere Polygone von gleichem 
Flächeninhalt gegeben; man soll jedes in dieselben Stücke 
zerschneiden. 

Auflösung und Beweis. m, n, p, 9 sollen die Seitenanzahlen 
der verschiedenen Polygone bezeichnen. Zerschneide das zeit und das 
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nseit nach der Aufgabe IV. in dieselben Stücke. Wiederhole diese Ope- 
ration beim und pseit, und zeichne in die Stücke: des nseits und in 
die Stücke des pseits die einzelnen Bestandtheile hinein, welche sich in den 
bezüglich congruenten Stücken des nseits ergeben haben, so bestehen alle 
3 Figuren aus denselben Stücken. Zerschneidet man jetzt endlich das 
pseit und das gseit in dieselben Stücke, und trägt in die Stücke das gseits 
sowohl als auch in die Stücke des 2- und zmseits die einzelnen Bestand- 
theile hinein, welche sich in den bezüglich cengruenten Stücken des pseits 
finden, so ist die Aufgabe gelöset, da jedes der gegebenen Polygone aus 
denselben Stücken zusammengesetzt ist. Dafs sich das eben vezeigte Ver- 
fahren nicht auf eine bestimmte Menge von Polygonen beschränkt, son- 
dern auf jede beliebige Anzahl derselben ausgedehnt werden kann, geht 
aus der Auflösung selbst genügend hervor. 


Mit dem Vorhergehenden stehen noch die folgenden Bemerkungen 
ım Zusammenhange. 

1. In den Systemen der Geometrie wird der Satz: dafs Dreiecke 
mit gleichen Höhen und Grundlinien gleiche Flächen haben, aus dem zu 
den Parallelogrammen gehörenden analogen Satz abgeleitet, während offen- 
bar gerade das Umgekehrte, nämlich die Ableitung eines Satzes der zu- 
sammengesetzten Figur aus den Gesetzen der einfachen, Statt finden mülste. 
Aus No. IT, der vorstehenden Abhandlung ergiebt sich, dafs diesem Übel- 
stande mittelst der daselbst gegebenen Auflösung 1. leicht abzuhellfen ist, 
da man sich derselben als Beweis für die blofse Gleichheit der Dreiecke 
unter allen Umständen bedienen Kann. 

2) Aus der vorstehenden Abhandlung geht hervor: dafs sich die 
Gleichheit der geradlinigen Figuren folgendergestalt definiren Kißst: 

Gleiche Figuren sind diejenigen, welche von denselben Stücken ge- 


bildet werden. 


17. Gerwien, Zerschneid. gleich grofser Fizuren auf d. Kugelfläche in congr. Stücke. 235 


17. 
Zerschneidung jeder beliebigen Menge verschieden 


gestalteter Figuren von gleichem Inhalt auf der 
Kugelfläche in dieselben Stücke, 


(Vom Herrn P, Gerwien, Pr. Lieuten. im Königl. Preufs. 22sten Inf. Reg. ) 


1. Au fgabe, (Taf. IV. Fig. 1.) Construirt man die zu einem A AB 
gehörenden zwei Gegenkreise, von denen einer, / und die Gegenpunete 
von 5 und €, der andere aber B und € selbst nebst dem Gegenpunet 
von 4 durchläuft, zeichnet ferner den mit den genannten Kreisen conzen- 
trischen Hauptkreis ED, und fället auf diesen aus # und € die Senkrech- 
ten BE und CD, so lülst sich das entstandene Viereck BÜDE stets in die= 
selben Stücke wie das Dreieck {PC zerschneiden. 
Fall I. Beide Seiten AB und #C des AADBC schneiden die Seite 
ED des Vierecks BCDE. 

Construction. Fälle aus 4 auf ED die Senkrechte AF, so ist 
Ö&JBC in dieselben drei Stücke zerlegt wie das Viereck BUDE, 

Beweis. Verlängert man die Senkrechten CD und 4F' nach bei- 
den Seiten, so müssen dieselben in den sphärischen Mittelpuneten #7 und 
M', Fig. 2., des Hauptkreises DF und der beiden Gegenkreise A/ und 
CK zusammentrelien. Hieraus ergiebt sich MA == gleicher 
Kreise), (IC=AK als gleiche Reste), während = 04 ist, 
folglich mußs MAC congruent AM’AC, also auch MCA = 77. 
sein. Nun ist ferner AHF, und dem- 
nach hat man auch ZDHE congruent AHF. Auf demselben Wege er- 
giebt sich endlich die Congruenz der Dreiecke 4#"G und BEG (Fig. 1.), 
iolglich besteht Viereck BCDE aus denselben Stücken wie das LABRC, 

Fall 2. Fig. 3. Nur eine Seite 40 des A4BC schneidet die Seite 
DE des Vierecks BUDE. 

Construction. Schneide EG = DI ab, und ziehe C/, so ist 
&A ABC in dieselben drei Stücke zerschnitten wie das Viereck BUDE. 

Beweis. Fället man aus 4 auf die Verlängerung von DE einen 
Perpendikel AF, so ergiebt sich, ganz wie in Fall 1., die Congruenz von 
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AHF mit DCH, und von {GF mit BEG, weshalb CH —= HA, DE=AF 
—= BE, und DH=Hl sein muls. Hieraus folgt zunächst die Congruenz 
von GEB mit IDC, denn es ist EB= DC (bewiesen), EG= DI, W.BEG 
—_CDI=R (construirt), und ferner hat man AHAG congruent HCTI, da 
cH—= HA, JF.CHI= AHG ist, und sich HT = HG als gleiche Reste 
zwischen DY= Hl und DI=EG oder GF ergiebt. Folglich besteht 
& ABC wirklich aus denselben drei Stücken wie das Viereck BCDE. 
Fall 3. Beide Seiten AB und 4C des AABC treffen nicht die Seite 
DE des Vierecks BCDE, 

I. Wenn Z/E kleiner ist als 3ED, Fig. 4. 

Construction. Schneide DX und HM = EI, ferner DO=EI, 
HL= HI ab, halbire ÄH in Q, und ziehe die Hauptbogen OX, LM, CO, 
so ist AABE in dieselben vier Stücke zerlegt wie das Viereck BCDE, 

Beweis. Wie in Fall 1. ergiebt sich die Congruenz von CDH mit 
AHF, und von EbBG mit AGF. Daher st DY=HrF, EG=GfF, also 
DH-—EG oder DE— HG = HF—GF oder HG, d.h. DE ist =? HG. 
Hieraus folgt zunächst, da ZE<Z ist als ZzED, dals M nur zwischen /7 und 
G fallen kann, ferner, da au DXÄ=EH, KH=DE=N2HG folst, also 
ıKH oder OH >EH sein muls, dafs 0 zwischen D und E liegt, und end- 
lich dafs = HG ist. Hieraus ergiebt sich die Congruenz der Stücke 
des Vierecks und des Dreiecks folgendergestal. A CO ist congruent 
AGH, da QU=HG, HC= HA4 (bewiesen) und AHG ist. 
Ferner hat man EIH sowohl congruent ODX als auch JZLM construirt, 
demnach folgt ohne Weiteres, dals auch die Vierecke QEIC und MLGA 
congruent sein müssen, während zugleich durch Ableitung gleicher Linien 
und Winkel aus den vorhergehenden Congruenzen auch die der Vierecke 
und hervorgeht. 

I. Wenn und <ED ist. Fig.>5. 

Construction und Beweis, Schneidet man EH=DL, EI= 
DK ab, und zieht XL, so wird A EII congruent DÄL und LH=DE, 
weshalb, da zugleich Z über die Mitte von DE hinausfällt, auch /V, die 
Mitte von ZIZ, zwischen Z und /7T zu liegen kommt, und sich, wie im Be- 
weise des vorhergehenden Fall, VNH=H6G(=3zED) ergiebt. Nun ist 
aber auch CH = H4(AHAF congruent CDH) und JF/.NHC= 
folglich hat ıman ÖSCNH congruent HAG. Ein Theil MINH des ANCH 
muls zunächst in das Viereck EBCD geschaflt und zugleich im AEGH 


| 
| 
| 
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construirt werden. Das Eine geschieht durch Abzeichnung von DON con- 
graent EM, da sich hiedurch Viereck congruent ergiebt, und 
das Andere durch Kinzeichnung von {RS congruent CHT. Endlich muls sieh 
noch DNO in HGBI tragen lassen, und daraus ein ÜMELK congruentes 
Fünfeck entstehen. Dies ergiebt sich, wenn man NO, 
abschneidet, da 7. = MNE, und also auch = OND aus der Con- 
oruenz der Vierecke BGHI und CENLK hervorgeht, während sich zugleich 
aus den vorhandenen gleichen Stücken die Congruenz der beiden Fünfecke 
BQPHI und CMELK durch blofse Aufeinanderlegung folgern lüfst. Hier- 
mit ist das A ABC in dieselben 5 Stücke zerlegt wie das Viereck BCDE. 

II. Wenn HED ist als ED (Fig. 6.). 

Zeichnet man ADOX congruent EIH ab, halbirt X in Q, und 
zieht QC, so erhält man ACQH congruent MHGA. Es ist also Viereck 
PIQH und Viereck ZBGH in das Viereck EICD einzuzeichnen. Dies 
geschieht, indem man ADJZY congruent EPQ construirt, da sich hie- 
durch zunächst Viereck congruent PIHQ (FK ist = u. 8. w.) 
und Viereck OCQK congruent ZBGH (HG ist DE oder Ä() früher 
bewiesen) ergiebt, also nur DNZ congruent EMK zu bestimmen ist, 
(X fällt nach der Voraussetzung immer in die Verlängerung von DE), um 
das letzte noch ungenügend liegende Stück PMKQ an der richtigen Stelle 
NMYL zu erhalten. Sollte hierbei der Fall eintreten, dals D/ oder EQ 
grölser wäre als DE, so führt die Einzeichnung des bei E ungenügend 
entstehenden Dreiecks in den Winkel D abermals zum Zweck. (Übrigens 
kann sich dieser Fall nie ergeben, wenn HG> als +R ist, da, sobald 
ABC in ein Zweieck übergeht, DH = HC gerade R als Maximum erreicht.) 
Die Construction der in dem Viereck BCDE erhaltenen Stücke in das 
& ABU lälst sich endlich stets durch bloße Einzeichnung zu Stande 
„bringen. ZIBUT wird nämlich congruent OCPM, TUCH also congruent 
oder PMKQ, und congruent DPy oder Eau; ferner ARS 
congruent CPI, RSGH also congruent oder PIHOQ, und UXYG 
endlich congruent oder MXY« bestimmt. 

2. Aufgabe. Zwei Dreiecke X und 3 haben gleiche Flächen 
und eine gleiche Seite; man soll das eine in dieselben Stücke zerschnei- 
den wie das andere. 

Auflösung und Beweis. Legt man ® so auf X, dals die glei- 
chen Seiten in einander fallen, und zeichnet die zu X gehörenden (in 1. 


_ 
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erwähnten) zwei Gegenkreise, so mufs ® mit seiner Spitze in einen die- 
ser Kreise fallen. Denn nimmt man das Gegentheil an, und verbindet 
den Schneidungspunet zwischen einer Seite dieses Dreiecks und dem Ge- 
genkreise mit dem zweiten Endpunct der X und 3 gemeinschaftlichen 
Seite, so entsteht ein Dreieck €, welches gröfser oder kleiner ist als 8, 
während sich zugleich C=N ergiebt, da zu beiden dasselbe Viereck wie 
in No. 1. über der gemeinschaftlichen Seite construirt werden kann, 
woraus die Fehlerhaftigkeit der Annahme hervorgeht. Daher hat man 
nur das ebenerwähnte, A und 3 zugleich angehörende Viereck erstens 
nach No. 1. in dieselben Stücke mit A, zweitens in dieselben Stücke mit 
IR zu theilen; drittens diejenigen Stücke des Vierecks, welche sich in 
demselben innerhalb der Theile von WA durch die zweite Zerschneidung 
ergaben, in A abzutragen, und viertens in derselben Art alle Stücke, welche 
in dem Viereck innerhalb der Theile von © entstanden sind, in B ein- 
zuzeichnen. 

3. Aufgabe. Zwei Dreiecke X und ® haben gleiche Flächen; 
man soll das eine in dieselben Stücke zerschneiden wie das andere. 

Auflösung Man zeichne die zu A nach No. 1. gehörenden 
zwei Gegenkreise, von denen einer die Scheitel D und € durchläuft, be- 
schreibe um PD mit einer Seite des AD einen Kreis, und verbinde € mit 
dem Schneidungspunet zwischen dem zuletzt gezeichneten Kreise und 
dem Gegenkreise, welcher den Scheitel Z von X durchläuft, se entsteht 
ein AG, welches (wie aus dem Inhalt von No. 2. leicht folgt) sowohl 
mit X als auch mit ® gleiche Fläche und eine gleiche Seite hat. Theilt 
man daher nach der Aufgabe No. 2. erstens G mit Y, und zweitens € mit 
B in dieselben Stücke, so ist die geforderte Zerschneidung vollendet, 
wenn man drittens die in E innerhalb der Theile von X entstandenen 
Stücke in X einträgt, und endlich viertens die eben daselbst innerhalb der 
Theile von D entstandenen Stücke in B wirklich einzeichnet. 

4, Aufgabe. Ein zseit und ein seit haben gleiche Flächen; 
man soll das eine in dieselben Stücke zerschneiden wie das andere. 

Auflösung etc. Verwandelt man das zseit durch Verschie- 
bung einer Spitze in dem Gegenkreise, welcher die Gegenpuncte der bei- 
den anliegenden Winkelspitzen der Figur durchläuft, in ein (2—1)seit, so 
kifst sich nach der Aufgabe 2. die entstandene Figur mit der gegebenen 
in dieselben Stücke zerlegen, Dasselbe gilt aber für das aus der zwei- 
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ten Verwandlung hervorgehende (z—?)seit und für das (n—1)seit. Folg- 
lich hat man nur die aus der zweiten Zerschneidung in dem (rn — Ü)seit 
entstandenen Stücke in das seit sowohl als in das (r—.R)seit gehörig 
einzutragen, um alle drei Figuren aus denselben Stücken zusammenge- 
setzt zu erhalten. Schneidet man ferner auf gleiche Art das (n—})seit und 
das neuerdings durch Verwandlung entstehende 2— 3seit in dieselben Stücke, 
so hat man ferner die in den bereits vorhandenen Theilen des (n — ?)seits 
zuletzt entstandenen Stücke, in das nseit, das (2 — 1 seit und das (2 — 5)seit 
einzuzeichnen, um in sämmtlichen vier Figuren dieselben Stücke zu er- 
halten. Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens mufs daher 
endlich das gegebene nzseit in dieselben Stücke wie jede aus der Ver- 
wandlung hervorgehende Figur, also auch wie das zuletzt entstehende 
Dreieck, welches X heifsen mag, zerschnitten werden. Verwandelt man 
nun ferner das zzseit in ein Dreieck, welches DB bezeichnen soll, so lälst 
sich auch dieses auf die vorher angegebene Art in gleiche Stücke wie 
das mseit schneiden, Beide entstandenen Dreiecke YA und DB haben aber 
gleiche Flüche, daher lassen sich dieselben nach der Aufgabe 3. gleich- 
falls in dieselben Stücke zerlegen, und man hat schließlich nur die hie- 
durch in U entstehenden Theile in das zseit, und die in 3 entstehenden 
Theile in das zzseit zu tragen, um die eine Figur in dieselben Stücke 
zu zerschneiden wie die andere. 

9. Aufgabe. Ein zzseit, ein seit, ein pseit, ein gseit u. s. w. ha- 
ben gleichen Flächeninhalt; man soll diese Figuren so zerschneiden, dals 
sich in einer jeden Figur dieselben Stücke ergeben, 

Auflösung. Zerschneide nach der vorhergehenden Aufgabe das 
zseit in gleiche Stücke mit dem seit und pseit, und trage die Theile, 
welche sich mittelst der doppelten Zerlegung des nseits in diesem inner- 
halb der Stücke des zseits und ferner innerhalb der Stücke des pseits 
ergeben haben, in das zseit und pseit gehörig ein, so bestehen alle drei 
Figuren aus denselben Stücken. Schneidet man ferner das pseit und das 
gseit in dieselben Stücke, so hat man nur die in den bereits vorhandenen 
Theilen des pseits entstandenen Stücke in das mseit, das seit und das 
gseit gehörig einzuzeichnen, um alle 4 Figuren auf dieselbe Art zusam- 
mengesetzt zu erhalten. Eben so läfst sich jede der gegebenen Figuren 
durch wiederholte Anwendung des vorher auseinandergesetzten Verfahrens 
mit allen bereits zerlegten in dieselben Stücke theilen ; folglich kann man 
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jede beliebige Menge gleich grolser aber verschieden gestalteter Figuren in 
dieselben Stücke schneiden. 

Schliefslich ist noch anzuführen, dafs sich aus den vorhergehenden 
Betrachtungen ohne Weiteres die Auflösung der nachstehenden Eck - Auf- 
gabe ergiebt. 

6. Aufgabe. Eine körperliche Ecke E ist durch lauter den Schei- 
tel troliende Ebenen zerschnitten, und aus den erhaltenen Theilen durch 
Veränderung ihrer Ordnung eine Ecke e zusammengesetzt worden. In 
derselben Art hat man aus 7% eine beliebige Menge, der Kanten - Anzahl 
nach verschiedener Ecken u.s.w. gebildet. Man soll, wenn 
nicht gegeben ist, die Ecken e, e’, e’, e’’ ws. w. so in kleinere Ecken 
zerschneiden, dafs sich aus den entstandenen Theilen irgend einer dieser 
Ecken, z.B. e, alle übrigen e’, e‘, e'’'' u.s. w. zusammensetzen lassen. 


| 
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18. 


Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendune. 


( Fortsetzung des Aufsatzes No. 1. im eısten, und No. 10. im zweiten Hefte dieses Bandes. ) 


(Von dem Herrn Dr. Stern zu Göttingen.) 


Zweites Kapitel, 
4. Verwandelung der Reihen in Kettenbrüche, 
30. 
Pan so wie es oft nützlich ist, einen Kettenbruch in eine Reihe zu ver- 
wandeln, so kann auch zuweilen das umgekehrte Verfahren, die Verwan- 
delung der Reihe in einen Kettenbruch, mit Nutzen angewandt werden. 
In der Regel werden diese Reihen nach fortschreitenden Potenzen einer 
Grölse x geordnet sein, und es soil daher im Folgenden gezeigt werden, 
wie eine Reihe 
@ 


| 3 
( ) +7 ) 


in einen Kettenbruch verwandelt werden kann. Es ist aber 


tee); 


es ist also nur nöthig zu zeigen, wie eine Reihe, von der Form des in 
Klammern eingeschlossenen Ausdrucks, in einen Kettenbruch verwandelt 
werden kann. Zu diesem Zwecke kann man verschiedene Methoden 


anwenden. 
Erste Methode. 


31. 
Die einfachste Art, eine Reihe von der Form 
A A N A YA 


in einen Kettenbruch zu verwandeln, ergiebt sich aus 28., wenn man das 


*) Diese Form schadet übrigens der Allgemeinheit der Untersuchung nicht, in- 


dem man x—1 setzen, und u u etc. alsdann jede beliebige Reihe ausdrücken kann. 
=®*). Soll dieser Ausdruck auf Reihen, in welchen negative Glieder vorkommen, 
angewandt werden, so hat man nur nöthig, in den bezüglichen Gliedern Zähler uvder 
Nenner des Coeffizienten negativ zu nehmen. 
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dortige Verfahren umkehrt. Man setze nemlich A,x"=b,, A." =—b.b;, 


h 3h h 
tb, = = — -— ‚und all- 
b; A; b; A; 
Am. oc" @ @,.0 
gemein = — ——; ferner t a, = -—; 
Am-ı Gr 


und wenn 7a eine gerade Zahl bedeutet, so ist überhaupt, wie leicht ein- 
zusehen ist: 


. m—ı .... a, . „och Un—ı . ,n—3 &, 
Omt = 

(An Amtı . ach . .... @,)” 


Am (Am . @,) 


Aus der Reihe ((.) entsteht also der Kettenbruch /'(e,a,„) = 


Eben so findet man «= 


A, A, 
etc.) 
7 A,(a,.0,) 


Schaflt man aus diesem Kettenbruche alle gebrochenen Theilzähler und 

Theilnenner, und die überflüssigen Factoren weg ($. 10. und 18.) so fin- 

det man F(a,a,)= 

— + A,.x".0;) etc.) 


32, | 
n.n—1 n.n—1.n—? 


Es soll z. B. das Binomium 


in einen Kettenbruch verwandelt werden; man setze, um diese Reihe mit 


®*) Nach $. 28. Anmerk. liefse sich diese Formel durch 
mp 

bezeichnen, wenn man 4,=1 setzt; ist die Reihe eine endliche, so wird irgend ein 


Werth 4,=0 sein, und alsdann auch der Kettenbruch ein endlicher seiv, weil auch 
Ayrı, etc. alsdann = 0 sind. 


h 
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der Reihe (Q.) zu vergleichen, 4,=n, A,=n.ın—l, AA=n.ın—1.n—?... 


(It) 
n.1.2°.n.n-1.n-2.x 
n.n-1(2.3)’.n.n-1.n- 2.n-3.x 
und wenn man den Bruch reduceirt: 
na 
1. =1 + 
4-+-(n—35)x etc. 
welchen Ausdruck man durch ‚”,F ( andeuten kann. 


Man bemerke, dafs der Bruch abbricht, wenn z eine ganze Zahl ist, so- 


bald m=n wird. 


Nimmt man — statt n, so hat man: 


Y—n—2)x An+?2)x 
_ mE nz 
| 
m+-1—(m+n)s 
welcher Bruch ebenfalls abbricht, wenn z eine ganze Zahl ist. 
1 
Da = ist, so folgt aus (1.): 
1 1 
\ "WEL. \ 
m+1+(n— m)x) m+1l—(m—n) 


Eben so findet man aus (2.) 


m+-1—(m-+n)x 
Man hat also die merkwürdige Beziehung: 
\ 1 


ı | m E \ 
m+1—(m—n)& | | 


1 


1+ m+1— 


32 * 
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Es sei die Reihe In 


gegeben, 


welche man bekanntlich aus It erhält, wenn man nach der Integra- 


tion e=1 setzt, und diese Reihe soll in einen Kettenbruch verwandelt 

werden, so ist, im Vergleich mit der Reihe (0.), =1, 4, =4A,= 4; etc. 

=l, ,=—(m+n), und überhaupt = 

(m -FRrn), &,—=—(m+(!r—1)n), und die ganze Reihe = also 
1 2 


— 


(m—+2n)? 


Reducirt man den Bruch und verändert die Zeichen (nach $. 19.), so ver- 
wandelt sich dieser Bruch in folgenden: F(1:m + m’:n + (m-E-n)':n etc.), 


welchen man durch „X, bezeichnen kann, oder durch 
| + 
n 


Setzt man n=1,n=?%, so wird die Reihe = 1 + un etc. 
— und Kettenbruch = wie schon frü- 
her ($. 28.) gelunden wurde. 
34. 
Substituirt man in $. 32. statt 2 den Exponenten r-+-n, so hat man 
nach Formel (1.), | 
(a) 
Nun ist 
= 1 +{n—m)z)], 
(.) #1-+(n—m)x)], 


*) Dieser Kettenbruch ist historisch merkwürdig, weil er die erste Veranlassung 
zur Ausbildung der Theorie der Kettenbrüche war. Er wurde von Baron Broun- 
ker gefunden, der ihn Wallis (s. dessen Aritkm. Inf. Prop. 191.) mittheilte. Eu- 
ler behauptet an mehreren Orten (z. B. mem. de lac. de Petersb. T.5. pag. 31.), 
Brounker habe diesen Kettenbruch aus der schon vor Leibnitz bekannten Reihe 
1—3--35 etc. abgeleitet, indessen scheint doch aus Wallis Worten hervorzugehen, 
dafs Brounker ihn auf dem viel weitläufigeren, von Wallis angegebenen Wege, 
gefunden hat, denn in der angeführten Stelle heilst es: quum vero nobilissime viro dif- 
feilius persuasum iri video, ut ilud ipse suscipere velit, conabor ego rem iülam ad 
ipsius mentem, quam possim, proxXime, breviter exhibere. 
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also 
(e) = (b).(e) 

Man sieht leicht wie sich auf ähnliche Weise noch unendlich viele Bezie- 
hungen finden lassen. Hätte man den Ausdruck 

welchen man in einen Kettenbruch verwandeln will, so mülste man ihn 
erst nach bekannten Regeln in eine nach Potenzen von x» fortschreitende 


Reihe verwandeln, und auf diese das gezeigte Verfahren anwenden *). 


Zweite Methode. 
39. 

Die Kettenbrüche, welche man nach der ersten Methode aus den 
Reihen erhält, haben alle, wie die allgemeine Form zeigt, sowohl in allen 
Theilzüblern als Theilnennern, die Größse x. Die zweite Methode aber 
beruht auf einem auch sonst in der Analysis gebräuchlichen Verfahren, 
wodureh man Kettenbrüehe von anderer Form erhalten kann, Man denkt 
sich nemlich den Kettenbruch als schon vorhanden, und vergleicht ihn 
mit der gegebenen Reihe, wodurch man den Werth der einzelnen Theil- 
zübler und Theilnenner erhält. Die Form des Kettenbruchs könnte also 
hypothetisch willkürlich angenommen werden; aber am brauchbarsten wer- 
den diejenigen Kettenbrüche sein, bei welchen die Grölse x entweder nur 
in allen Theilzählern oder in allen Theilzählern und Theilnennern vorkommt; 
es sollen daher nur Kettenbrüche dieser Art berücksichtigt werden. 


36. 
Es sei also die Reihe 

(7) + etc. 
gegeben, welche in einen Kettenbruch verwandelt werden soll, dessen 
Theilzähler alle = x sind. Man setze den gesuchten Kettenbruch = 

I ete.) **), so ist 
Act A. = Fx:a + 2:0,...) oder A +A x... = 
1 


x 
4,75 


Ferner setze man F(a, -+-x:a;....)=P, also ist 4, + A, x.... = und 


*) Über diese Methode, Reihen in Kettenbrüche zu verwandeln, s. m. besonders 
Euler in Inirod. in Anal. inf. und Opusc. analyt. T.2. pag. 138 ff. 

**) Die Formel Fi+e,x:@,+@,x:a, etc.) würde nicht allgemeiner sein, 

weil es immer ınöglich ist, die Gröfsen @,, &, .... aus dem Zähler zu schaffen (\, 18.). 
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1) (A+Az....) (2, + 2)-1 


folglich, da die constanten Glieder einander aufheben müssen: 
Aa—1=0 oder 


und man erhält aus (1.) die Gleichung: 

Art AR...) 
oder 0, 
also auch 
Man setze nun P= +5 so hat man 


also auch 
A+A=0, und, = — 7: 


Aus Gleichung (2.) folgt wieder 


x 
und wenn man P=4+75 setzt: 


also 

Ar +0; A, = 0, d.h. — a,A, 

A,+a,a, A, 
Aus (3.) würde man wieder die Bedingungsgleichung 
0, 0,030, 4; +0,04; + 0,0, A; + a,0, A + A, = 0 

erhalten, woraus wieder @, gelunden wird, und so könnte man allmälıg 
alle Theilnenner des Kettenbruches finden. 

Es ist aber leicht, jede folgende Bedingungsgleichung aus der vor- 


hergehenden abzuleiten. Schreibt man nemlich die schon erhaltenen auf 


etwas geänderte Weise, so findet man 
+ A, = 0, 
(A, + + = 0, 
Hieraus kann man nach Analogie folgendes Gesetz ableiten: 
Wenn a, durch die Gleichung Q«„+9=0 bestimmt wird, so dafs 7 
nicht enthält, so wird durch die Gleichung (Q,a„-+ 9.) + Q 
—=() bestimmt, wo Q,, 9, die Ausdrücke bedeuten, die man erhält, 
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wenn man in () und 9 den Index *) aller darin vorkommender 4 um 
eine Einheit erhöht. 
Um die allgemeine Gültigkeit dieses Satzes einzusehen, nehme man 
an, es sei die Gleichung Qa„-—+97=0 aus der Gleichung 


entstanden, wo P,, =. + ist, und (),, 9, die Ausdrücke be- 


Am+2 
deuten, die man aus Q,_ı, 9n_ı erhält, indem man den Index aller in 
Os 9n—ı vorkommender 4 um eine Einheit erhöht. Läfst man die con- 
stanten Glieder weg, und dividirt mit x, so verwandelt sich die Gleichung 


(D.), wenn man zugleich statt P,_, den Werth a4: + > setzt, in folgende: 


und hieraus folgt 

+ 9ı) = 0 
Die Formel (U.) ist aber, wie aus dem Vorhergehenden erhellt, für die 
Werthe m =2, m=3, folglich auch für alle folgende Werthe von m 
richtig, und das angegebene Gesetz ist daher allgemein. 


37. 


Ar +49 


Nenner des Bruches, durch welchen irgend ein Theilnenner bestimmt wird, 
der Zähler des Bruches ist, durch welchen der darauf folgende Theilnen- 
ner bestimmt wird. Um daher das Bildungsgesetz dieser Theilnenner zu 
kennen, hat man nur nöthig, das der Nenner der Brüche, durch welche 
sie bestimmt werden, zu suchen. In der Folge soll /V,„ der Nenner des 


Aus den Formeln folgt, dals der 


Bruches sein, durch welchen «,, bestimmt wird, so dals e,— — 
38. 

Hat man den Kettenbruch Fa,,ae„)=F(a+1:%,-+....+1:a,), 
so kommen in dem Zähler dieses Kettenbruches «,, «,, Glieder vor, welche 
alle Elemente @,, @„, andere, die nur 2), m—4 u.s. w. Ele- 
mente enthalten. Man bezeichne die Summe der Glieder, die n—n Ele- 
mente enthalten, durch (a, , @,,)., so ist 


*) Es versteht sich von selbst, dafs man sich hierbei a,, a, u.s. w. nicht selbst 
wieder durch 4,, 4, u.s. w, ausgedrückt denken darf, 


| 
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Giebt man nun den Buchstaben «,, @,, u. s. w. dieselbe Bedeutung, 
wie in den vorhergehenden $$., so hat man allgemein 
Angenommen, es sei dieser Ausdruck bis zu einem gewissen Werthe von > 
richtig, so dafs 
so hat man 
Es ist aber, nach ($. 36.), = Nm vorausgesetzt, dafs man 
den Index der 4, in /V,, und /V„., überall um eine Einheit erhöhet, folglich ist 
IN (a, Amztı + On), + Am), ... 
also die angenommene Form auch noch für den Werth m-+-1 richtig. 


Aus $. 36. folgt aber 
N, = (m,0),,4+ (9, Ars 


N, = + (05 0;), 43. 
Die Formeln (4.), (5.) sind daher für den Fall m =4, und also auch für 
alle folgende Werthe von 77 richtig. 

Man hat also folgende Regel: Will man den Nenner des Bruches 
wissen, der den Werth von @„ angiebt, so bilde man aus den bekannten 
Werthen @s +... @„_, einen Kettenbruch 2a, + 
nehme den Zähler «@,,@,..ı,. dieses Bruches und multiplieire jeden Theil 
Amar Mit Ay, 80 giebt die Summe dieser Producte den gesuchten 


N m—1 


- ist, so hat man 


Nun ist 


folglich auch 


Nenner. Da aber „= — 


Nm 
(a, Am-ı+ (a, am)» Amt... 

(a, am) Am +(a, 

Figentlich mufs man bei dem Werthe von /V,„ zwei Fülle unterscheiden, je 
nachdem m = ?2n, oder =?2rz-+1, d.h. eine gerade oder ungerade Zahl 
ist. Je nachdem der eine oder andere Fall eintritt, hat man 


Nn= (a; -F (@ 15. + (a, . 


*) Ist m eine gerade Zahl, so ist das letzte Glied dieses Ausdrucks (a,, am)m =1. 
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older 
1 


. Danun , =a,4; und A, = 


($. 36.), also N, = — 


Man bemerke noch Folgendes: Ist /V,,_, = s so ist auch 


ist, so hat man allgemein: 
1 1 


N. = — Nm ı 


oder 
1 1 
N,. = — N; 
2n (a; 2m-+1 (a; 1)o 
Hierdurch hat man einen bequemeren Ausdruck sür a,, gewonnen, nemlich 
1 1 


(a, Am—1)o (a; Qm—ı)o An-t (a; Ami Anm- +. 
wo das obere oder untere Zeichen gilt, je nachdem r eine gerade oder 


ungerade Zahl ist. 


39. 
Es sei die Reihe yo = log(i +r) ge- 
geben, die m $. ur in einen Kettenbruch verwandelt werden soll. Hier 
1 
allgemein Im Man findet daher die Werthe 
von 0,,% WS, w. nach 8. 36. auf folgende Weise. Es ist 
1 
—-=- —2=--)/1, 
— 24,.0, + A, = 
also 
12.22? 


24, +4 = 34 — 


also 
3A; + A); — 2A: =U, 
und 
(34, + A,)a; — 2A, = 
+34 + A: =", 
oder 
pp 
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Fährt man auf diese Weise fort, so findet man, dafs überhaupt 


= — m?.(m-+-1)?? = — + 1)’ 


ist, und man hat daher 
lege 1-x)=x.} (i +r:—? tree 


oder 
2m+1 
m I . 3 
log iFx)=x.,71 (1 x: +x:?(m-H1) ). 

Wäre der Ausdruck 1+r)”" =1-+mx +” in einen Ketten- 
bruch zu verwandeln, so hätte man 1 24.044, —=0, also 

Im 1 ‚mi 1 1 

—1) 

m.m+1 

und man fünde allsemein 

— + (mtl)... — + (m —2)..(m—n) 


wo das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem n eine 

gerade oder ungerade Zahl ist. Man überzeugt sich leicht, dafs der ent- 

sprechende Kettenbruch abbricht, wenn 2 eine ganze, positive oder nega- 

tive Zahl ist, und kann hier Ähnliche Betrachtungen wie in $. 32, anstellen. 
Aus der Gleichung (7.) in $. 36. folgt 


oder 
am +49: + (an 02 ....? 


durch welche Formel der Rest des Kettenbruchs ausgedrückt wird, wenn 
man denselben bis zum Theilnenner «,, berechnet hat. 


40. 
Es ist nun leicht, auch den Ausdruck T B, — in einen 


Kettenbruch F(1+r:a,+x:a,....) zu verwandeln. Angenommen, dafs 
P, P,.... dieselbe Bedeutung haben wie in $. 36., so findet man 


x 
1+-4,x+ 4:2... 
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und 
+... 


Dividirt man diese Gleichung mit x, und setzt zugleich #,—PD,„= (,, 50 
hat man 


Diese Gleichung enthält alle Glieder, welche die Gleichung (1.) in $. 36. 
enthält, sobald man statt / den Buchstaben C setzt, aulserdem aber noch 
die Glieder B,x, B,x°.... Die Bedingungsgleichungen werden also die- 
selben Glieder enthalten, wie die des erwähnten $., sobald statt / der 
Buchstabe C gesetzt wird, nur werden noch einige den Buchstaben RB 
enthaltende Glieder dazu kommen. Die Entwickelung der Gleichung 
(U,.) zeigt dies am besten. Zuerst folgt aus derselben 


—1=0 und 
also 
+ 6,2...) + — Br...) = 0, 
oder 


(2, + >) [6, ,—B, +0,06, —B.)2+ (0, + =0, 
Die Glieder, welche B enthalten, erhält man aus denjenigen, die C ent- 
halten, indem man statt a, 0,0, u. s.w. bezüglich —R,, —D, u.s. w. 


setzt. Man findet daher die Bedingungsgleichungen auf folgende Weise: 
Man denke sich zuerst, es sei die Gleichung 


(m) = 0 


gegeben (d. h. man nehme an, es solle die Reihe 1+C,x-+ C,x°.... in 
einen Kettenbrueh F{l+x:0,+ x:a,....) verwandelt werden), und ent- 
wickele die Bedingungsgleichungen, die die Werthe von @ u. 5. w. 
bestimmen, nach $. 36. ff.; man setze in den erhaltenen Bedingungsglei- 
chungen = —B, «0, =—B, u. s. w. und addire die hieraus ent- 
stehenden Glieder zu den schon erhaltenen, so hat man die wahren Be- 
Jingungsgleichungen, Aus der Gleichung (m.) erhielte man z.B. die 
Bedingungsgleichungen 


(09,90; 
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daher sind die wahren Bedingiwmgsgleichungen: 
+ 0,0, —0,B, a —B, = 0, 


41. 

Zwei auf einander folgende, aus der Gleichung (n.) entwickelte Be- 
dingungsgleichungen werden allgemein durch die Formeln 

1. —=0, 
2. Am + 9.) + () 

dargestellt werden können, wenn man unter (Q,, 9, die Werthe versteht, 
die man aus (9, 9, erhält, indem man den Index der € überall um eine 
Kinheit erhöht ($. 36.). 

Aus (1.) und (2.) erhält man die wahren Bedingungsgleiehungen 

3. 
wo R, r, R,, r,, die Werthe bedeuten, die man erhält, indem man in (, 
0, 9, statt usw. —D, —B, u. s.w. setzt. Man würde 
aber 7, auch unmittelbar aus r, erhalten können, indem man 
den Index der 5 um eine Einheit erhöhte, und man kann daher sagen: 
Ist ein Theilnenner «,, durch die Gleichung O= Sa,„-+ 7 gegeben, so er- 
hält man den folgenden durch die Gleichung )e„ 
wo S,, 7, die Werthe bedeuten, die man aus $ und Z' erhält, indem man 
den Index aller C und aller BD um eine Einheit erhöht. Auch hier ist also der 
Nenner des Bruches, durch welchen «,, bestimmt wird, der Zähler desje- 
nigen, durch welchen @,;, bestimmt wird, und man hat daher auch hier 
nur nöthig, das Bildungsgesetz der Nenner dieser Brüche zu erforschen, 
Bezeichnet man wieder durch /\,, den Nenner des Bruches, durch welchen 
@ bestimmt wird, so giebt die Gleichung (5.) in $.38. sogleich den Theil 
des Werthes von in welchem vorkommt, nemlich 

Hieraus muls der andere Theil des Werthes von /, abgeleitet werden, 
indem man allgemein statt «,C, den Werth —P,_, setzt. In dieser Hin- 
sicht bemerke man, dals &,, = Aa und daher auch 
Gliede (@,, Folgt daher durch die erwälnte Substiiution das 


Glied — 025 und man hat daher: 
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Man mufs auch hier zwei Fälle unterscheiden, je nachdem > eine serade 
oder ungerade Zahl ist. Ist nm —= - so hat man 


> 


ist dagegen =N2n-+1,so hat man: 


> \ > \ 
1 
Dae = — — ist, so wird = wenn , = — — ist. 
r r r Ü 
Nun hat man (&.40.) C,, =0,also N, = «a, = aber z, = 


‚ und daher allgemein: 
1 1 


N =— 


a,» 


einen Kettenbruch verwandelt werden. Man setze =y, so selit die- 


ser Ausdruck in folgenden über: Herst — 
2 1 1 Ö Iım 
{ 
und = also 
 (2m+1)!? 
1 
 —= 3, 
3.5 
1 
3.5 
3.5.7 


22. 
ls soll z.B. der Ausdruck 


N, 
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Fälrt man auf diese Weise fort, so findet man dafs allgemein @,= Im +1 
ist, und es ist daher der entsprechende Kettenbruch =,” F[1+x°:(In+1)]. 


43, 
Soll der Ausdruck ir in einen Kettenbruch 


+x:0, +x:0,...) 
verwandelt werden, so erhält man die gesuchten Werthe sogleich aus $.40., 
wenn man 4, A, »...=0 setzt, d. h. statt C, überall — B, substituirt ; 
also ıst 


—B, 


‚? 


und 
1 


Für diesen Fall trifit also die Regel, wie man eine folgende Bedingungs- 
gleichung aus einer vorhergehenden findet, vollkommen mit der des $. 36. 
zusammen. Ist nemlich durch die Gleichung +7 = 0 gege- 
ben, so wird die folgende (S,a„-+ +5 = 0 sein, wo S,, 7, aus 
$, 7 entsteht, indem man den Index der B um eine! Einheit erhöht. 


1 1 
Soll z.B. der Ausdruck dr ee in einen Ket- 
1+-m.c+ 
tenbruch verwandelt werden, so hat man m, etc., also 
m’ 
n (m+ 1 m 2m 
N, =— 1.2 Q, 
(m-+-1) 
N; (4% 0, B,) _m(m—1) m(m—1)? 
2.3 
und man findet, dals allgemein 
2.m.(m—1).. (m--2) ... 
(m+1)(m+2).... (mtr) m.(m—1).. 


wo das obere oder NEE genommen werden muls, je nachdem 
n eine gerade oder ungerade Zahl ist. Dasselbe Resultat ergiebt sich 
auch aus dem in $. 39, gefundenen Kettenbruche, der den Werth von 


| | 
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(1-+ x)” angiebt, sobald man dort überall statt 2 den Werth — m sub- 
stituirt. Man vergl. auch $. 32. 
44. 

Will man die Reihe 1+-4,r-+4,x°-+.... in einen Kettenbruch 
verwandeln, der die Form #(1:1+x:0,+x:a,....) haben soll, so kann 
man die Werthe von @,, @, «+... unmittelbar auf ähnliche Weise wie in 
.($. 36.) finden. Leichter werden sie auf folgende Weise gefunden. Aus 


der ansenommenen Form des Kettenbruch 
ruchs folgt 4,x*.... 


Fi+x:a,+x2:0....). Die Werthe von @,, @ .... werden also vanz 
dieselben sein, wie in ($. 43.), sobald man statt B überall 4 setzt. 

1 
verwandeln, der die Form F(1l:1-+-x:04,+x:«,....) haben soll, so ist 
Die gesuchten Grölsen 
würden also auf dieselbe Weise wie in $. 36. fl. gefunden. 

bruch F’(1:1+x:0a,+x:a,....) verwandelt werden, so könnte man statt 


....o 


ist alsdann auf die des ($. 40.) zurückgeführt, und man kann die dort ge- 
fundenen Werthe unmittelbar anwenden, wenn man 4 und B überall 


»ıl!l man den Ausdruck in einen Kettenbruch 


Soll dagegen der Ausdruck 


dessen 


vertauscht. 
45. 
Es möge noch der Fall hervorgehoben werden, wenn die Reihe 
| 1+Axc +... 


in einen Kettenbruch verwandelt werden soll, der die Form 


Fii+x:(a 


hat. Aus dieser Annahme folgt sogleich 
A+42 + —=Fll:( ++) +r)-+....|. 


Man setze x + P, so hat man (A, +4x+...),+P)=1, 
und daher 


oder a4, = 


(ats Alt) = 


Ferner si P=r-+ ‚„ so hat man 
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oder 
(at PN + At A (A+A, 0) + 
4; 

4,+ 4; a; 

Man findet allgemein jede Bedingungsgleichung aus der vorhergehenden 
auf folgende Weise: Ist @„ durch die Gleichung Qa„-+9=0 gegeben, so 
wird durch die Gleichung (Q,a„+9, + bestimmt, 
wo (),, 9, wieder die Werthe bedeuten, die man aus Q, 9, erhält, indem 
man den Index der 4 um eine Einheit erhöht. Denn angenommen, €8 
entstände die Gleichung Or,„-+-9 aus der Gleichung 


wo 


Hieraus Aa, +, Am; #4, =0, oder — 


x 


ıst. so hätte man 


oder 

a, + lan + + + 
woraus HN + folgt. Da aber die Gleichung (1.) 
wirklich richtig ist, wenn m=? ist, wie die Gleichung (4.) zeigt, so 
gilt das angegebene Bildungsgesetz der Bedingungsgleichungen für alle fol- 


>. 


gende Werthe von 2. Man sieht, dafs auch hier der Nenner des Bruches, 
durch welchen irgend ein Theilnenner «,, bestimmt wird, der Zähler des 
Bruches ist, durch welchen «,,;, bestimmt wird. 

Man sieht, dafs hier die Berechnung der Theilnenner verwickelter 
wird, als bei den früher ($.56.. $. 44.) betrachteten Formen, und ich über- 
gehe daher genauere Erörterungen, die sich leicht aus dem Vorhergehen- 
den ergeben, da ohnehin nicht leicht das Bedürfnils entstehen wird, Rei- 
hen in kettenbrüche von der hier angenommenen Form zu verwandeln. 

46. 

Folgende Bemerkungen über die zweite Methode $. 36.— 45. mü- 
gen hier noch Platz finden. Es ist aus der Darstellung ersichtlich, dals 
die Theilnenner @,, @,, 2... durch die Reihencoeffieienten 4, .... 
vollkommen bestimmt sind. Einer jeden Reihe 1+4,r +... 
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entspricht also nur ein Kettenbruch von angegebener Form, d.h. zwei 
nieht identische Kettenbrüche, welche beide in einer und derselben der 
$.36., $.44., $.45., angegebenen Formen enthalten sind, können nicht 
aus derselben Reihe entstanden sein. Was man also auch für eine, von 
den früher gegebenen abweichende Methode anwendet, eine Reihe 1-4, x 
+ 4,x°” .... in einen Kettenbruch zu verwandeln, immer wird dieser Ket- 
tenbruch, sobald er in einer der angegebenen Formen enthalten ist, oder 
darauf zurückseführt werden kaun, mit dem, nach der angegebenen Me- 
thoden berechneten zusammenfallen. Wire die Reihe 1 + A 
in einen Kettenbruch zu verwandeln, so würde man sie sogleich auf die 
frühere Form zurückbringen, indem man = y setzte. Die Theilzühler 
würden also in diesem Falle nicht mehr x sondern x” sein. Auch zue 
sammengesetztere Reihen würde man, wie die Analysis lehrt, auf die Forin 
1 .... zurückbringen, und daher nach der angegebenen Me- 
thode in einen Kettenbruch verwandeln können, 


Es darf nicht übersehen werden, dafs diese Wethode noch einer 
weitere Ausbildung bedarf *). Die aligemeinen Ausdrücke für die Theil- 
nenner, welche in den berechneten Beispielen ($. 39., $.32., $43.,} ge- 
geben wurden, sind dort nicht durch einen strengen Beweis, sondern viel- 
mehr durch Induction gefunden worden. In allen ähnlichen Füllen, wo 
die Reihencoefficienten nach einem gewissen Gesetze gebildet sind, wird 
sich auch ein solches für die Theilnenner der entsprechenden Kettenbrüche 
angeben lassen. Die vorhergehenden Betrachtungen bisten aber unmittel- 
bar kein Mittel dar, diese allgemeinen Ausdrücke zu finden und zugleich 
ihre Richtigkeit zu beweisen. Hierzu scheint es vielmehr nothwendig zu 
sein, einen einfachen Ausdruck zu finden, welcher jeden Theilnenner «,, 
(oder jedes /V,., unmittelbar aus den Reihencoeflisienten #,, 
finden lehrt. Der Verfasser bat sich vergebens bemüht, die Lösung die- 
ser Aufgabe zu finden, vielleicht aber können die mitzetheilten Ausdrücke 
für VW, Aur,, welche wohl noch nirgendwo angegeben sind, darauf füh- 
ren. Alierdings kaun man einen solchen Beweis in vielen Fällen durch 
audere, im folgenden Abschnitt erläuterte Mittel finden, aber sie sind indi- 


*) Diese Bemerkung gilt auch von anderen Ähnlichen Methoden, welche man bei 


anderen Schriftstellein findet. Man vergleiche namentlich Mm. de lac. de Peter.!). 
T. 1. peg. 156. f., pag. 226. f., T. 7. pag. 139. ff. In letzterem Aufsatze sind die 
allgemeinen Ausdrücke für die Theiluenner keinesweges bewiesen. 
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reet und beruhen auf Betrachtung einzelner Reihen ; daher ist die Ausbil- 
dung einer allgemeineren Methode sehr wünschenswerth. 


47. 

Man braucht die in den vorhergehenden $$. enthaltenen Formeln 
nur umzukehren, d.h. man braucht nur @,, @,,... als bekannte, 4,, Ay, ..» 
als unbekannte Grölsen zu betrachten, um sogleich eine Methode, Ketten- 
brüche in Reihen zu verwandeln, zu erhalten. Aus der Formel 


folgt 

Da aber (A, Am Ist, so geht die 
obige Gleichung in folgende über: 


ouer 


1 An-ıt (@, , @m m); Am 


(@,; 
Ist also ein Kettenbruch +x:0,+....) gegeben, der in eine 
Reihe 1+4,x 4,x°.... verwandelt werden soll, so zeigt die vorste- 
hende Formel, wie man jeden Coeflieienten 4,, der Reihe finden kann. 
Man bemerke noch Folgendes. Sind 4#,_,, #„., durch die Bedingungs- 
gleichungen 


gegeben, so findet man 4,, durch die Gleichung 


One m— A, +4 ),] + 2) + 


wo Q,, 9, die Werthe bedeuten, die man aus (), 9 erhält, indem man den 
Index der -{ um eine Einheit erhöht. Der Beweis dieses Satzes beruht 
darauf, dafs die Bedingungsgleichungen dieselben, nur anders geordnet, sind, 
wie in $. 36., also auch auf dieselbe Weise gebildet werden. Ist aber 
so ist auch =0= und 
Werthe bedeuten, die man aus 7, r erhält, indem man den Index der 4 


I ı 


oder 
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um eine Einheit erhöht. Hieraus ergiebt sich die Wahrheit der Glei- 
chung (2.) von selbst, 


Wollte man den Kettenbruch + +x:0,....) nach $. 28. 


in eine Reihe verwandeln, so hätte man ,=b,=b,....=xr, und es 
.. 177 .. 1 
wäre der zu x” gehörende Coefficient A, = + — „ 


Am—ı Ay 


tirende Reihe ist daher auch von der verschieden, die aus dem zuletzt 
gezeigten Verfahren entsteht. 


Soll ein Kettenbruch von der Form + r:«.....) in 
eine Reihe 1+4x+4,x°-+.... verwandelt werden, so findet man die 
erforderlichen Formeln aus $.44. (oder $. #3.). Die Berechnung wird 
aber bequemer ausfallen, wenn man einen solchen Kettenbruch in einen 
anderen +1:5,+1:5,) verwandelt ($. 25.). Setzt man =1, so 
kann man diesen letzteren Kettenbruch so ansehen, als sei er, durch Hin- 
weglassung der ersten Einheit aus Fi +1:4,4+1:b,-.....) enstanden, 


und ihn daher unmittelbar nach dem vorhergehenden in eine Reihe auf- 
lösen, indem man x =] setät. 


Hieran knüpft sich zugleich die Bemerkung, dafs man überhaupt 
alle Kettenbrüche nach der in diesem $. gezeigten Methode in Reihen 
auflösen kann, weil man sie immer unter die Form + 
bringen kann, indem man #=1 setzt. 


Es sei z.B. der Kettenbruch vege- 


>» 8 


ben, welcher durch ,„",F’i:1+-m°:?rn-F1) angedeutet werden kann. 
Statt dessen kann man 


4.7 9.9 
+1: 


- 
schreiben. Man hat daher 1, 
Formel 1.): 
{ 
| 
A, 
A; 
a,a,u 


(a,a,+a; a,ta,c,)A, +4, 
— 


a,u,a,ü, 
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Setzt man die Arbeit fort, so findet man die Reihe 


B. Ableitung der Kettenbrüche aus gewissen Reihen. 


48. 

Schon in $.2. wurde gezeigt, wie man Kettenbrüche aus gewissen 
Gröfsen 4, D, €, D,...., von welchen je drei auf einander folgende einen 
gewissen Zusammenhang haben, ableiten kann. Hat man also gewisse, nach 
Potenzen von x fortschreitende Reihen, welche mit anderen ähnlich ge- 
bildeten in einem solchen Zusammenhange stehen, so kann man daraus 
sogleich einen Kettenbruch ableiten. Das einfachste Beispiel dieser Art 
bietet die allgemeine Gleichung des 2ten Grades dar. Aus der Gleichung 
Vergleicht man diese Ausdrücke mit denen des $.2., so findet man 

c=>4A,z=B, "mE.... 


a 
folglich 
c b bc 
— => 
etc 
a b 
d 
c 
oder 


Schon hieraus sieht man, dafs die Wurzel jeder quadratischen Glei- 
chung durch einen Kettenbruch ausgedrückt werden kann. Dieser Gegen- 
stand wird jedoch später genauer erörtert werden. Unter den Reihen 
aber, aus welchen Kettenbrüche auf solche Weise abgeleitet werden kön- 
nen, ist besonders diejenige merkwürdig, welche zuerst Gaufs zu diesem 


Zwecke angewandt 


*) Dieser Ausdruck wird später noch auf andere Weise gefunden werden. 
soc. Gotting. rec. T. Il. ad a. 1812. 


| 
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Es seı 
FR ab a. b+-1 a--1. a-+2.b, h, b+2 
gegeben. Die NO a PR b können ohne Anderung des Werthes 


der Reihe vertauscht werden, also ist Dia,b,c,x) = D/b,a,c, x). 
Setzt man 5-+1 statt 5, c-+-1 statt c, so findet man 


c+1 1.2.c+1.c+2' 
und wenn man die Glieder, die gleich hohe Potcnzen von x enthalten, 
mit einander verbindet, so findet man 
x 14 + + + 


oder 
c—b 


Hieraus folst, 
] pla,b+1,c+I1,x) in 
(a b, 6, x) N dir a (at b+ x) 
Setzt man in Gleichung (l.) ö+1 statt a, a statt 5 und c-+1 statt c, so 


findet man 


| P a+l,c+ 1 
b+1.c—a+i g6b+2, a+1,c+3, x) 
e+l.c+2 x) 
1 
4 _db+1.0—a--1 x)’ 
oder c+1.c+2 
a--1 c—?2) 1 


und wenn man diesen Werth in Gleichung (}.) substituirt: 


Substituirt man hier «+1 statt statt statt c, so findet man 


_ 
f 


4 b+-2.c—a+2 (a+ 2, c+5,: x) 


c+-3.c+4 r) 


ce 
x 
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Diesen Werth kann mian wieder in Gleichung (2.) substituiren, Pr fährt 


man auf diese Weise fort, so entwickelt sich gab rl,orl,z in einen 
p(a,b,c, x) 


Kettenbruch, dessen Theilnenner alle = 1 sind, dessen Thheilzähler abwech- 
selud = — (c+2m).(c+ 2m—1)” und — m-Fi)(c+2m+2) x sind, 
wo für zr nacheinander die Werthe 0, 1, 2, 3.... gesetzt werden müs- 
sen (den ersten Theilzühler ausgenommen, der =1 ist). Man hat also 
g(a,b+1,c+1, x) 
p(a,b,c,x) 
(c+2m)(c+2m+1)' 

Setzt man b=0, so wird D/a,d,c,x)=1, und man erhält in diesem 
Falle aus Gleichung (3.), indem man zugleich c—1 statt c setzt: 


+2m—1. ctam” c+2m.c+2m— 1” 

Jede Reihe, die in der Form (a, 1,c,x) enthalten ist, kann daher so- 
oleich in einen Kettenbruch verwandelt werden. Gaufs hat gezeigt, dafs 
die wichtigsten, in der Analysis vorkommenden Reihen in dieser Form 


enthalten sind. 
It zB e=1,c=3, 80 ist 
x) 


und daher 


2m)  2+2m. 3+2m} 
Es t—*tang".t....) Setzt man daher 
r=—tang’t, so ist —tanet) = 
stm: 24. I+m.I-+m 
4 4 


woraus man nach ht Reduction 
+ tang’t:3 + + 3tang*t:7....] 


m 
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findet, was man kürzer durch £ = tangt ,", F[l:1-+ m*.tang’t: 1] 
andeuten kann. 

Diese und die übrigen Kettenbrüche, welche Gaufs aus der Glei- 
chung (4.) entwickelt hat, sind in der Form F(l:1+-x:0,+r:a,....) 
enthalten, oder können doch auf dieselbe zurückgeführt werden; sie müs- 
sen daher ($. 46.) mit denjenigen übereinstimmen, die man nach der Me- 
thode des $. 44. erhält. Man kann aber mit Hülfe derselben Prinzipien 
®(a,1,c,x) auch in einen Kettenbruch verwandeln, der der Form 
(I+x:0a,+x:0,....) entspricht, und also mit denjenigen übereinstimmen 
mufs, die man nach $. 36. erhält. 


Man findet nemlieh auf ähnliche Weise, wie die Gleichung (1.) ge- 


{funden wurde: Ya 


und 


Setzt man aber in Gleichung (5.), statt 0,6 —1 statt b, so findet man 
pla-+1,b.c-1,r) 


und wenn man diesen Werth in Gleichung (5.) substituiert: 


6 (a, b, C, =) 

c (c+ 2 m).tec +2!m+ (c+2m--1). (ct2m+2)” 
Nimmt man = 1, so ist P(a+1,5—1,c,x)=0, und daher 
= 

Die Gleichheit der Ausdrücke (4.) und (7.) bildet wieder eine sehr merk- 
würdige Beziehung zwischen Kettenbrüchen, 


Setzt man wieder e=1,c=2, eh so giebt die ru ): 


=yrlı —y:? 
wie schon $. 39, gefunden wurde. 
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Es ist wegen einer folgenden Betrachtung wichtig, den Werth von 
tan? in einem Kettenbruche ausgedrückt zu haben, welcher daher noch 
aus dem er re: abgeleitet werden soll. Will man die Reihe 


sin! == +5 mit der Reihe (#.) vergleichen, so findet man 


wonza, n=b unbegränzt grofse Zahlen bedeuten, so dafs alle end- 


lichen, welche zu denselben addirt, oder von denselben subtrahbirt werden 
sollen, als überflüssig weggelassen werden können, 
ws w. ist. Eben so findet man 


1 x 
cost = on, ) 


also 


3 
! ) 
—,— — 


— ml — 


‘ ’ 
4n. 


Vervleieht man diesen Ausdruck mit der de 3.), so hat man 


i 
4 
In.n‘’ 
und daber 
4 
ode: 


Folgender Fall verdient noch eine besondere Erörterung. Mau hat 
1, 3, sin), 
also, nach Gleichung (4.): 


8 x.cosx:1 73 1 
int. sine’: 1 — 55; sin”: 


und aus Gleichung (7.) findet man 


u).d 


Ist sine =0, so ist auch z2=6, und daher auch die beiden Kettenbrüche 
(8.) und (9.) nothwendig = 0: ist dagegen = 0, so ist | und 
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Im 


«=, was auch der Werth der beiden Keitenbrüche sein muls. Da 


2 1.2 
5 1— 
| 23 1.2 
und der Ausdruck (9.) in / Io 10:1— 735° 5: verwandelt, so 
müssen diese beiden Kettenbrüche nothwendig die Form = haben, d. h. 
sein, oder allgemeiner, es muls 
rlı — (i--m).(3-+ m) 1] 
3+2m).&5+2m) 
sein (nach Gleich. 4.), und 
mm — (2--m) (34m) (3--m) 


Aus diesen Bemerkungen liefsen sich eine Nienge einzelner Sätze 


sich aber in diesem Falle der Ausdruck (8.) in *) ‚fo: 1— 


es muls F 


== () sein. 


ableiten. 
1.2 
1 
1 3:8 7 etc 
3.4 3.4 
1:7 
1 etc. 1 eic 
also 3— 1.2, folglich 1 W 
Yete. 
Aehnliche Resultate leisen sich auch aus / 1 1— —:1..1=0 


ableiten. 
Über die Verwandlung der Reihen in Kettenbrüche kann ınan 
aufser den angeführten Schriften noch folgende nachsehen: 
Nouv. mem, de l’acad, de Berlin 1776. pag. 236 ff., und peg. 120. 
Nova acta acad. Petr. 1784. pag. 36T. 
Lambert Beiträge zum Gebrauch der Mathem. Tbl. 5+ 
Annales de mathem. par Gergonne. 7. IX. 


‘) Diese Kettenbrüche dienen als Beweis der in $. 22. aufgestellten Behauptuus 


— 


Crelle's Journal d,.M. Bd.X. Hit. 3. 35 
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Drittes Kapitel. 


‚4. Verwandelung der unendlichen Producte in Kettienbrüche. 


49. 


Unter unendlichen Producten werden hier Brüche verstanden, 
deren Zähler und Nenner das Product einer unendlichen Anzalıl von Fac= 
toren sind. Die Methode, solche Ausdrücke in Kettenbrüche zu verwan- 
dein, welche im Folgenden gezeigt werden soll, beruht auf der Kigen- 
schaft dieser Producte, sich in Reihen verwandeln zu lassen, welche Letz- 
tere wieder in Kettenbrüche verwandelt werden können. Es seien @,, 


@, beliebige Ausdrücke, und man bilde aus denselben das Pro- 
duct +a,)(1 +0) .... (1-+a,), welches durch das Zeichen 
I --@,,2) angedeutet werden soll, so hat man 


= = 140, 
Ihieraus folst 


und wenn man auf diese Weise fortführt, so erhält man 


1. +; 1+e|d) +... 
Auf ähnliche Weise kann auch der Ausdruck 


A+a,) 
(1+2,|n) 


entwickelt werden. Man setze 


1 1 1 n 


so erhält man aus der Formel (1.): 


oder, wenn man für €,, €, die Werthe i+3,’ 172,’ 143, 


irt: 
a,—b, 1) (i-ta, In—1) 


Setzt man zur Abkürzung 
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so hat man 


— 1+ d, + da—e; d; + d, d,.d, — en 
_ . 
Vergleicht man diesen Ausdruck mit der Reihe 1+ 


und setzt == so hat man 

d—e =A, =A, (d,—e,)d,.d,=A; .... 

folglich ($. 31.) 


—1+ 


d,-e; 


(d,-e,)d,.e‘ 


(dy-e; ‚e,t(d;-e, )d, 


Cr . e3 .... On 


er 
(d,-e,)(d, -e; )d, e 


d,-e,)d,..d;.e, 
Dieser Ausdruck kann aber noch sehr abgekürzt werden, indem man die 


sich aufhebenden Glieder und die überflüssigen Factoren wegläfst, und 
zwar findet man nach vorgenommener Reduction: 


en — 


(d,—e,\d,.e, 


(d —e,) d 
(d,— e ) U, { 


Da die Bildung der Ausdrücke d,, d;, 22... &, &, &y.... durch keine 
Voraussetzung beschränkt ist, so kann man also jedes beliebige unendliche 


Product, mit Jiülle dieser Formei, in einen Kettenbruch verwandeln. 


Will man diese Formel in einen allgemeinen Ausdruck zusammen- 
fassen, so hat man 


(dn— — (dmtı — em\ 
wo dh—e, =! gesetzt werden muls. 
Es ıst z.B. 
4 
2 2 4 4 6 
Setzt man 


”), Schweins Analysis S. 235. 


ie 
wi 


| 


368 Steru, Üheorie der Kettenbrüuche. 


so Ist 
7 
Man könnte auch — = >—— — = — schreiben. Setzt man nun 
d=2, d.=2, d,==4, 
, =), 65=7, 6 =5, 


so findet man 


6. etc.). 


Wurde man 


setzen, so erhielte man 


6 .89°—5.7°7.9 etc., 


auf ähnliche Weise könnte man noch andere Entwicklungen von 


und 


finden. Eine andere bekannte Formel ist 


_ 3.6.6.12.12.18.18.2.... 


Setzt man daher 
d, 


— — 
so hat man 


— ete.), 


oder (nach $. 15.) 
8 —— ete.). 


Der Ausdruck vr 2.2.6.6.10.10.... 
1. 3.9 7 9. 
viebt, wenn man 
ser, 
setzt: 
*) Diesen Ausdruck hat schon Euler auf anderem Wege gefunden, com ac 


Petr. T. 11. pag. 48. 
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9 etc.) 
Die Kettenbrüche (6.), (8.), (9), bei welchen die Theilnenner ab- 
wechselnd wiederkehren, während die Theilzähler nach einem be- 
stimmten Gesetze fortschreiten, sind besonders bemerkenswerth, weil sich 
aus keiner bisher bekannten Methode ähnliche Kettenbrüche crgeben 
haben; vermöge der Formel (4.) dagegen ist es leicht, eine Menge solcher 
Kettenbrüche zu finden. So z.B. findet Euler (/atr. in an. inf. $.185.}: 


SE. TIER... 


Hieraus erhält man 

10. +11.12:1 ete.). 
Man bemerke, dafs es schr leicht ist, solche Kettenbrüche, die aus unend- 
lichen Produeten abgeleitet sind, auf irgend eine Potenz zu erheben. Denn 


da ( so findet man aus Formel (4#.), in- 


n 


dem man statt d, e überall d’, e' setzt: 


So z.B. siebt der Ausdruck 
> 


indem man dh, = 2, ml, ==3, .... 


3 
16° — 15° etc 


B. Verwandelung der Ketienbrüche in unendliche Producte 


30, 
Es werde der zu verwandelnde Kettenbruch durch die allgemeine Kormel 


n 
i+ angedeutet, welehe kürzer durch (1+ aus- 
3 
a, etc. 


gedrückt werden kann. Soll nun dieser Kettenbruch in ein unendliche 
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Product verwandelt werden, so vergleiche man den Ausdruck 
Fit + mit der Formel (4.) des $. 49., und man findet 
ur 
d, n—n 
= d—e, 7, also d=n-tn, —=n und 2 ', ferner 
n 
Hieraus findet man 
d — am. dm (dm-ı em-ı) 
(dm Eın—ı) Am(em — dm) 
13. = (dm_ı — und 
Em (En dm) 
Am Dis — » Em (dm-ı— Em- ı) 
Vermöre der Formeln (12.) und (13.) kann man also jeden Züh- | 
ier und Nenner eines lactors —- des wmendlichen Produets berechnen, | 


und zwar auf dem Wege der Recursion, indem man d,, d„_,, Ems Cu, 
als bekannt voraussetzt. Eigentlich aber ist es nicht sowohl wichtig, die 
Zähler und Nenner der Factoren einzeln, als vielmehr ihren Quotienten 

kennen. Diesen kann man aber auch durch ein independentes 


em+ 
Verfahren, d. h. unmittelbar aus den Gliedern des Kettenbruchs finden, 


ohne die Zähler und Nenner der vorhergehenden Factoren zu kennen. In 
dieser Beziehung bemerke man Folgendes. Es ist nicht blos der ganze Ketten- 


oleich, sondern auch jeder Theil des Kettenbruchs einem Theile des 
n d n d..d, 
ınendlichen Products, d.h e ist I+-=-, 2, 
a, 
= — 8. w. Dies folgt unmittelbar aus For- 
mel (3.); denn lüfst man das wmendliche Product irgendwo abbrechen, 


setzt man z. B. 


| 
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so hat man 
d, d, d 1 d, e, — d, — d, 
und nach Formiel (4#.) 
(d — \‚(d,—e,)d,. h, 


und auf dieselbe Weise findet man, dafs jeder andere Theil des unend- 
lichen Products dem entsprechenden Theile des Kettenbruchs oleich ist. 


Zwei auf einander folgende Theile des Kettenbruchs mr } 


es . d d, d, d, d 4 
| +7 sind also bezüglich = —— 2, —_ und 
| n, — ==) 2 2 
| Um 
der zweite Ausdruck durch den ersten dividirt, giebt —"". Will man also 
e,+2 


die successiven Theile des unendlichen Products erfahren, so berechne 
man die successiven Theile des Kettenbruchs, dividire jeden folgenden 
durch den unmittelbar vorhergehenden, und die Quotienten werden das 
Verlangte geben. 
Es soll z. B. der Kettenbruch 
= +) 


in ein unendliches Product verwandelt werden. Hier ist 


2 1 3 1 S 1 30 
2 3 
2+7 4 
also 3-4 
d, _2 2 Ss __16 d, _ 9 30 __75 


Das Gesetz, nach welchem diese Factoren gebildet sind, füllt in die Au- 
gen. Es ist nemlich 

d 2 d 4(5.1--1) d,__ 31-1) —1] 


e, 1’ e, 


Aus der Natur des gegebenen Kettenbruchs kann man aber leicht ablei- 


ten, dals dieses Gesetz allgemein ist, d. h. wenn der nte Factor des un- 
(!+ I) 
ird tor = 
ist, so wird der 2 --1te Factoı 


endlichen Products — 
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a __ 1 m 
seit Denn es sa”) i+ (1+ . Ist nun 
In—l 
(n+1) a . 
st auce 
so ist auch 
tolslich 


n 
(1+ (n-+-1)b TIER. 


m m 


1 24 4.6 


alle ——, wem \i+—)=— 
und das Bildungsgesetz der Factoren ist daher allgemein bewiesen. 


Aus späteren Betrachtungen ($. 69.) wird sich ergeben, dals 


e . 
(i Ist; man hat daher 
m, p 


Wollte man die Faectoren nach den Formeln (12.) und (15.) berechnen, 


so hätte man 


Und zwar soll — den Bruch bedeuten, welcher aus der Verwändelung von 


(14) in einen gewöhnlichen Bruch entsteht, ohne dafs eine fernere Redic- 


tion vorgenommen wird (vergl. 9.). 


Nun ist aber wirklich 
i 1 6 3.2 
| 
e 
| 


15. Stern, Theorie der Kettenbrüche. 373 


n = b,== —4, ..... 


—2—2.2 | —3—3.3 
d,==2, d, == == ), d, == 3.1 ==4, 
—3—3.4 
d 3. d 16 
woraus man wieder == findet. 


Es wurde krüher ($. 32.) gefunden: 


Soli dieser Bruch in ein unendliches Product verwandelt werden, so hat man 


i 1 1 i 105 1 945 
2+5 24 
2+5 


Das Gesetz, nach welchem hier die Faetoren gebildet werden, leuch- 
tet ein, sobald man sie auf folgende Weise schreibt: 
31 0 _ 52 A_ 976 
5.2+-1.3? 76° 7.13—13.5’° 789 9.76+1.3.5.7° 
und es ist wieder leicht, die Allgemeinheit dieses Gesetzes aus der Be- 
schaffenheit des Kettenbruches abzuleiten, sobald man bemerkt, dafs, wenn 


15 
ist, alsdann der 7 + lte 


der mte der Theile 


(2m+I1)a 
——(2m+1)b ta 


ist. 

Die im Vorhergehenden gezeigte Verwandelung der Kettenbrüche 
in unendliche Producte beruht auf den Betrachtungen des $.50. Sie kann 
aber auf einfacherem Wege gefunden werden. Man kann neinlich statt 
eines jeden Kettenbruchs #(a, «,„) den Ausdruck 

a F(a,a,) F(a,«a,) F(a,am-.) Fl(a, an-ı) 
setzen. Hierdurch ist also der Kettenbruch sogleich in ein Product ver- 
= u. 5. w., so fallen diese 
Ausdrücke ganz mit denen des vorigen $. zusammen, nur dals dort «=1 
war, welche Beschränkung nun wegfällt. 
Creile's Journal d. M. Bd.X. HR. 3. 36 


wandelt, und setzt man 


| 
| 
_ 
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Hieraus ergiebt sich denn auch unmittelbar ein Verfahren, jedes 
d.d, 


On 


unendliche Product in einen Kettenbruch zu verwandeln. Denn 


man braucht nur 


F(a,aa) d,__ Fta,a,) 


oder 


e=1, , =0.0, 
zu setzen, und die Werthe von a, @,, ba, durch d, d,, 
6, €, «++. zu bestimmen. Man kommt hierdurch zuletzt wieder aul For- 
ınel (4.) zurück, weshalb die genauere Entwickelung hier übergangen 
werden möge; nur bemerke man, dafs in Formel (4.) d=e=1 ist. 


Da nicht blos das ganze unendliche Product dem ganzen Ketten- 
brvuch gleich ist, sondern auch jeder einzelne Theil _- 


7 e 
+ © 


u.s.W. 


bezüglich jedem einzelnen Theile a,), F(a,a,) us. w., so folgt hier- 
aus, dals jedes unendliche Product, das man aui dem angegebenen Wese 
in einen Kettenbruch mit blos positiven Gliedern verwandeln kann, con- 
vergirt, indem seine einzelnen Theile abwechselnd größer und kleiner als 
der wahre Werth sein, und sich demselben immer mehr nähern werden, 
je mehr Factoren man zu ihrer Bildung anwendet (8. I1.). 

Die im vorigen $. gefundenen Entwickelungen in unendliche Pro- 
duete scheinen nicht blos deswegen interessant zu sein, weil man sie 
noch auf keinem andern Wege erhalten hat, sondern weit man überhaupt, 
so viel dem Verfasser bekannt ist, bisher nur für Funuctionen von 7 un- 


endliche, aus ganzen Zahlen bestehende Producte geiunden hat, keines- 


weges aber für Funetionen von e, wie der hier gefundene Ausdruck — 


ist. Da der Ausdruck einer Menge ähnlicher Functionen in Kettenbrüchen 
bekannt ist, so können aus demselben mit Leichtigkeit eben so viel un- 


endliche Producte abgeleitet werden. 
(Die Fortsetzung folgt ) 
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19, 


Zur Elementar -Geometrie. 


(Von dem Herrn Geh. Hofrath und Prof. Grüson zu Berlin. ) 


= der ebenen Elementar - Geometrie fehlt folgender Lehrsatz: 

In jedem nach den Ecken nicht centrischen Vierecke 
SBCD (Taf. IV. Fig.7.) mit lauter hohlen Winkeln, ist die 
Summe der Rectangel aus den Gegenseiten immer grölser 
als das Rectangel aus den beiden Diagonalen. 

D.h. AB.CD+AD.BC > Z0,BD. 
Beweis. Da in einem solchen Vierecke der Winkel Z/CB nicht 
eleich sein kann, so mache man und alsdann ist 
ÄBCE AAbD, 
Die Seiten des As BCE sind BC, CE, BE, 
die homologen Seiten des As 4b5D - LED, AD, AD, 
Wir haben daher 
Grelle Lehrb. d. Geom. S. 102. s. 132, L. 
Aus mit der Bemerkung, dals der Winkel CBD, folgt 
ÖSAbE AbCD (C. Geom. S. 105. 
also @= %, daher auch 
#ZB.CD BD.AE (C. Geom. $. 132. 
Aus (Hl. und E.) folgt 
AB.CD+AD.BE = BD(4E+EU), 
aber JE->FEU (C. Geom. $. 49.), 
folglich: 
ABCD+ AD.BC > BD.AC. 

Zusatz. Wäre der Winkel {CB —=0, so fielen AE und CE beide 
in ZC, und AE+CE wäre alsdann- gleich der Diagonale 4C, und wir hätten 
AB.CED+AD.BC = AC.BD, 

welches bekanntlich der Ptolemaeische Lehrsatz ist. 


‘ 


Zusatz 2. Umgekehrt: Wenn in irgend einem ebenen 
Viereeke mit nur hohlen Winkeln die Summe der Rectangel 
aus den Gegenseiten gleich dem Rectangel aus den bei- 

36° 


| 
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den Diagonalen ist, so ist das Viereck centrisch nach 
den Ecken. 


Beweis. Denn wäre es nicht eentriseh nach den Ecken, so mülste 
nach unserm obigen Lehrsatze die Summe der Rectangel aus den Gegen- 
seiten grölser als das Rectangel aus den Diagonalen sein: gegen die Vor- 
aussetzung; folglich ist der Ptolemaeische Lehrsatz auch umge- 
kehrt wahır. 


Aus dem Ptolemaeischen Lehrsatze hat man unmittelbar aus den 
Seiten des Vierecks das Product der beiden Diagenalen. Um aber die 
Diagonalen einzeln als Function der Seiten zu haben, sucht man auch den 
Quotienten dieser Diagonalen aus den Seiten des Vierecks zu bestimmen. 
Um diesen Quotienten zu finden, nimmt man ohne Noih seine Zuflucht zu 
neuen geometrischen Sätzen, da doch der Ptolemaeische Lehrsatz diesen 
Quotienten mit involvirt, und verliert dadurch die Einsicht des wahren 
Zusammenhangs dieser Sätze. 

Die aufeinander folgenden Seiten a, db, c, d eines Vierecks im Kreise 
(Fig. 8.) geben nemlich, in einer andern Reihefolge, in denselben oder in 
gleich grolse Kreise gestellt, noch zwei andereVierecke (Fig. 9. und 10.). 
Diese Vierecke (Fig. 8., 9. und. 10.) sind zwar der Gestalt nach verschie- 
den, aber dem Flüchen=-Inhalte nach einander gleich, weil gleiche Sehnen, 
in einerlei oder in gleichen Kreisen, gleiche Kreissegmente abschneiden. 
Der von den vier Seiten a, b, c, d eingeschlossene Raum bleibt also con- 
stant, in welcher Ordnung man auch die Seiten in dem Kreise einträgt. Nin 
ergiebt sich noch eine dritte Diagonale, geschieden von den beiden ersteren, 
In Fig. 8. haben wir I) a.c+bd=D.A, 

in Fig. 9. - - 2) ad+bc=D.b, 

in Fig.10, - - 3) ab ed=A., 

2) D a.d+-b.c I) A 
woraus 
sich alle drei Diagonalen ergeben. 


folglich giebt und eben so 


ll. Lehrsatz. In jedem Triangel ist das Quadrat vom 
Abstande der beiden Mittelpuncte des eingeschriebenen und 
umschriebenen Kreises, von einander, gleich dem Quadrate 
vom Halbmesser des umscehriebenen Kreises, mirus oder 
plus dem doppelten Rectangel aus diesem Halbmesser in den 
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Halbmesser des eingeschriebenen, je nachdem der innere 
oder der äufsere Berührungskreis gewählt wird (Fig. 11.). 

Beweis. Es seien C und D die Mittelpuncte des um und in den 
beliebigen AABXK beschriebenen Kreises; R der Halbmesser des umschrie- 
benen und D/=r der Halbmesser des eingeschriebenen Kreises. 

Der Winkel X ist in dem Kreis-Abschnitt 4XB constant, daher ist es 
auch der Winkel ZDDB=K+3(4/+B)=W’+:K. Eben so ist der Win- 
kel AZEB= 1S0’— constant, der convexe Winkel ist daher gleich 
auch constant, und da +X=2(90'+4K), so ergiebt sich, 
dafs die Mitte E des Bogens 42 der Mittelpunct eines mit EB=. be- 
schriebenen Kreises ist, in welchem die Mittelpuncete D der innern Be- 
rührungskreise liegen, und der Bogen. DB ist also der geometrische Ort 
dieser Mittelpuncte. 

Eis sei D‘ der Mittelpunet von dem äufseren Berührungskreise, so ist 
der Winkel = 150’ — [W’— 34 + W—$B] = 3(A+B) = W-—ıK, 
also auch constant. 

Da nun Winkel DB = 90’+4K, so ergänzen sich die Winkel 4DR 
und 4D'B zu 2R; sie liegen also in einerlei Kreis, und es ist daher der 
Bogen AD’B der geometrische Ort der Mittelpuncte D’ der äulseren Be- 
rührungskreise. 

Man fülle DG, D’G’ auf CE perpendicular, und auf senk- 
vecht, so ist D’/’=r‘ der Halbmesser des äulsern Berührungskreises, 

Die AACDE, CD’E geben uns nun sogleich 

I. 
CD: = CE + DE?—NCE.EG (C. Geom. $. 123, 1.), 
d.h. 
Da nun = EB’—=NR.EF, so ist 
R—2R(EG—EF) 
2R.GF 
R®—N2R.r 
R(R—?2r). Es ist also R, der Halbmesser des umschriebe- 
nen Kreises, immer gröfser als der Durchmesser 
2r des eingeschriebenen Kreises, und nur bei 
dem gleichseitigen A ist 


u 
® 


1). Grüson, zur Elementar- Geometrie. 


(C. Geom, $.123. 2.), 


R’ +0’+2R.EG‘ 
Aumerk. Dar eine dem r entgegengesetzte Lage hat, so folgt der Ausdruck 
für auch nnmittelbar aus dem Ausdruck für 
Ich theile hier noch einen zweiten, rein geometrischen Beweis des 
sen Behrsatzes mit, der sich auch durch Kürze empfiehlt (Fig. 12.). 
/ABG=GBK, also GA=GÄ, 
BK=GBA, aber 
{/EAD=DAI, folglich 
/GAD=GDA, demnach 
GD=GA=GK, 
Ba = GB so ist der rechtwinklige AGHK + DB1. 
Es ist daher und DE.DF= DB.DG = DB.GK, 
d.h. folglich = R—2R.r. 
bie hier mitgetheilten Beweise zeichnen sich noch dadurch aus, 
dafs sie ohne Proportionen geführt sind. 


I 


‘ Bestimmung der Distanz der im Lehrsatze gedachten Mittel- 

punete haben sich viele, und selbst die gröfsten Mathematiker beschäftiget, 

B. Euler. Kufs, Carnot, Maisonneuve, Gergonne, L’Huilier, 

Garnier. Feuerbach und Unger. Die Untersuchungen sind fast alle 

auf algebraischen und trigonometrischen Wegen, zum Theil ziemlich weit- 

lüufig. gemacht worden. Rein geometrisch sind die Auflösungen von Fuls 
und Unger, die letztere im gesenw. Journal, Band 4. S. 395. 


| 
d.h. 
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20. 
Bemerkung zu der Abhandlung des Hrn. Prof. Scherk: 


über die Integration der Gleichung - a = (a +ßx)y. 


(S. 92 ff. dieses Bandes. ) 
(Von dem Herrn Prof. Dr. C. G, J. Jacobi zu Königsberg in Pr.) 


Das schöne Resultat S. 96. bringt sich in folgende bequemere Form: 


% 
wo g eine primitive Wurzel der Gleichung e"=1, und wo 0, C,,.... € 


beliebige Constanten bedeuten, welche die Bedingungsgleichung erfüllen: 
2. = 0, 
so dafs 2 von ihnen willkürlich sind. 
Man prüft auf folgende Weise, dals dieser Ausdruck der Diilerential- 


oleschung 


auf welche der Verfasser die allgemeinere zurückführt, Genüge leistet. Man 
hat nemlich, wenn man, nach x, Mal dillerentiirt, und dann, nach 7, theil- 


weise integrirt: 


n ‚’ 


x” > 
Delint man das Integral nach 2 von VO bis x aus, so redueirt sich der Theil 


aulserhalb des "Integralzeichens auf ge". Substituirt man in (4.) für 2 die 


2-1 Werthe 1, e”, und substituirt die so erhaltenen Ausdrücke 


Nn 


in den Ausdruck von Zn, wie er sich aus (1.) ergiebt, so verschwindet 
wegen der Bedingungsgleichung (2.) der Theil außerhalb des Integral- 
zeichens, und die Differentialgleichung (3.) wird identisch erfüllt. 

Setzt man statt (2.) zwischen den 2 +1 Constanten die Bedingungs- 


gleichung = m, 
so sieht man aus dem Vorigen, dafs die Gleichung (1.) der allgemeineren 
Gleichung genügt: 
fe) 
6. a, + m. 
Auf diese wird aber folgende 
0” y 


sogleich zurückgeführt. 
Den 27. März 1833. 
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21 
Sur lintegraton de la differentielle 


(Tar Mr. R, Lobatto ü la Hare.) 


le procede du deux illustres ge@ometres, et d@veloppe par Mr. 
Lacroix*), pour obtenir Tint@grale de cette fonction diff@rentielle, on fait 
dabord disparaitre les puissances impaires de x sous le signe radical, en 


employant la substitution ce qui ramene Tintegration celle 
de la ionction on pose ensuite U Cette 


nouvelle substitution assez laborieuse a effectuer, change la derniere inte- 


ou 
grale en l'on peut transformer alors en une 


autre de la möme forme, dans laquelle les coefliciens p, 9 soient tres in- 
egaux ou prösquegaux, de simplifier le calcul de lintegration par 
les series approximatives. 

Quelque elegante que soit cette marche, quwil nous soit cependänt 
permis d’observer quelle n’est pas la plus naturelle qui doive se presen- 
ter ü lesprit. En effet, quant a la premiere de ces substitutions, on n’en- 


srale de manicre ü ce que la fonetion soumise au radical, soit decompo- 
sable en deux facteurs de la forme e+fy’, g-+hy’; elle nous semble 


plutöt, ainsi que tant d’autres, lelfet d’un heureux hazard. Quant au se- 


trevoit pas clairement que la fraction est propre a changer linte- 


cond moyen de transformation, il est evident qu’en faisant = 
or 
sans quil soit besoin de recourir a une nouvelle variable vu. A la verite, 
introduction de cette variable a pour but de pouvoir augmenter ou dimi=- 
nuer successivement le rapport des coefüiciens constans p, 9; mais il nous 


l’intÖgrale peut egalement se ramener celle de la fonction 


YVoyez son Trait® de calc, different. et integral. Toin. Il. pag. 49. et 77. 
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semble que rien n’autorise @ prior: ü employer cet eflet P’equation 
um 
e 


Nous allons presenter ici une aufre möthode d’int“gration de la 
fonetion dont il s’agit, laquelle nous a paru plus naturelle, et qui oflre 
d’ailleurs lavantage de se pröter plus facilement aux applications numdri- 
ques, puisquwelle est entierement basde sur lemploi des lignes trigonomd- 
triques, qui abregent le plus souvent les longs calculs. 

Supposons done que la quantit@ sous le signe radical, et que nous 
dösignerons par la lettre A, soit d@composce en deux facteurs du second 
degre, de sorte e +b)(e—2a’c L’öquation 
ollre trois cas distinguer par rapport a l’etat ou imaginaire de ses 
quatres racines; savoir 1%. 2, et Va", 
>. b<a’ et Nous traiterons d’abord 


L ons 
Soit m"—=b'—a’; on aura ü intÖgrer la fonction 
ex 
— a)’ -+m*) — + 
Au lieu d’@liminer les puissances impaires de x, faisons x — a == m fang ®, 
Cette forietion se changera alors en 


ep 
cospV ((m tang ? 
ou bien, apres avoir d@veloppe le numerateur , elle deviendra 
Mettons pour abreger 


Lintegrale se reduira 


oit encore 
S = #—m’m", 
A =Beos?i, ma =Bsin?|, 


Au de ces substitutions cette dernicre sera franslormde en 


etant Egal ü p. 


Caelte’s Journal d. M. Hi 3. 37 


UX 


Vor tax’ +Bx®+yx+0) 
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Lintdgrale que nous venons d’obtenir se calculera toujours facile- 
ment par approximation, Vorsque la fraction p diff@rera peu de lunite, 
ou lorsquelle sera au contraire une quantit@ tres petite. En eflet en 
eerivant dans le premier cas r’ au lieu de 1—p°, on aura integrer 

1 
Vi-—r: sin? V(A+B)' 

Or en developpant le radical en serie infinie, et se bornant aux deux 
premiers termes, vu la petitesse de la quantit@ r, il viendra d’apres les m£- 
thodes connues: 


Pour le second cas, on mettra inslgrsie: sous la forme 


tang” 
cosıy V (L+ p* tang? w) cos? ıy 


ne negligeant les termes ulterieurs du developpement en scrie; apres avoir 


X abstraction faite du coefficient constant 


effectu@ les integrations partielles, il en resultera 


av „sin? ah 
A 7”) log tang (45° 7° 


+-p? sin? cos“ 


Ces deux resultats distinets supposent les fractions p, r assez petites pour 


pouvoir en nÖgliger les puissances superieures ü la seconde. Il nous reste 
ü faire voir quil est toujours possible d’operer sur Vintegrale precddente, 
une suite de transformations analogues, de maniere a obtenir pour p, ou r, 
des quantites aussi petites que l’on voudra. A cet eflet soit ptangY=tangV', 


dou deduira 


V (cos* sin* cos W 1—p 


Posons encore 4 Y—V=9,, la derniere relation se 
changera en (I+p)sn®@, = (1—p)sin/,; celle-ci &tant dill@rentice don- 
nera pour le rapport des diflerentielles: 

ep, _ —peosv, 
(1--p)cosp,’ 


1-+ © fı __ +eosw, +p (cos — 


ou bien 


ow, (L+p)cosp, 
Le numerateur de cette fraction se reduit successivement & 
2 cosb’ + Ip sind sind’ = 2cosp (1 tang 


cos 


Par consequent 
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cos? + 4p sin‘ w,] 


En mettant 1—-p=2%p,r,, il viendra 


— 


N v--p?sin? y) sin? —r, sin? 
sin? 


Ce resultat saccorde avec Br obtenu par Mr. Legendre, en suivant 
une voie tout a fait differente. (Voyez son m&moire sur les Transcen- 
dantes elliptiques p. 40.) 


La quantit® r, sera toujours plus petite que 7, car 

done r, <r’<{r; ainsi en operant une suite «le transformations analogues, 
les coeffieiens r vont continuellement en diminuant; ces quantitds se cal- 

culeront au moyen des relations 
ou bien on pourra abreger un peu ces calculs, en posant 


etc. , 


r = sing, = sing, 
ve «qui donnera e 
r, tang’ n= tang 
Si au contraire la fractioa r dillere peu de Tunite, on effectuera les deri- 
vations successives en sens inverse, c’est a dire, on fera r = AV R 
em: V\(?r) V(2r,) 
u Von deduit etc. 


Les quantitds r,, 7), etc. augmenteront de plus en plus, et l’on pourra 
ainsi approcher de Vunitd aussi pres qu’on voudra, afın de pouyoir appli- 
«quer la seconde formule d’integration que nous avons trouvde ci-dessus par 
la voie d’approximation. 


De ce que = et = (1 il s’en suit que le pre- 
ım m’ \ 
mier cas aura lieu lorsque la fraction —- sera tres petite, et le second 


lorsqu’elle se rapproche beaucoup de Tunite. 
Quant ü la derivation des angles Yr, efc., ceux ci se calcule- 


rvont dans le premier cas par les &quations 
37 


0x 
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donc 
tang (Yı—Y) =ptangy, =pı tang etc., 


Dans le second cas, il faudra se servir A cet eflet des dquations 
qui se deduisent immediatement de primitive 
pPıtangYy, = tang()— 
applicable ü ce cas. 
Avant de proceder ü Pexamen des deux autres circonstances que 


prösente notre formule integrale Va nous avons cru utile de prouver 


encore par une consideration geometrique, la dependance que nous ve- 
nons de trouver entre deux fonctions elliptiques de la premiere espece, 
d’apres la classification €tablie par Mr. Legendre dans son susdit Me- 
moire. Pour cela, considrons un triangle quelconque ayant deux cötds 
a, a’ constans, et langle inclus ® variable. Designons les angles opposds 
a ces cötes par et le troisicme par z, il est evident que ces 
trois quantitds seront variables avec langle ®. Or on a par les formules 


de la trigonometrie 
sin ıy a sin p 
2 = —, 
sin a’ sin 
a’+ a” — = (a+ 
en posant P=Ir7— 
Difl@rentiant la premiere des @quations pr@c@dentes, on obtiendra 


sind)’ = sind 
ou bien, en observant que == 20": 


ey’ sin z sin), 

en vertu des deux premieres par consequent 
. a’ 4 a a’ r 
Si l’on fait — —=r’, on retombera sur l’@quation 
a (a-+a‘)? 


X 
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les angles 9, etant lies entre eux par l’equation 
siny a sin 1 
ou bien par l’@quation 


(+7 
tang(y—g’)? done tang(y— P)= tang 

2 
ce qui confirme les resultats trouvds ci-dessus. 


II. cas. b’<a”, 
On mettra et appliquant le möme procede, n’aura 
qu’ü changer le signe de m‘, ce qui donnera 
A=%(d +m’—m"), 
done bB>A. 


L'integrale Boos? y) etant mise sous la forme 


tang ( 


2b 
sera ramence ü [7 et en faisant pour abreger >B > r sera 


toujours une fraction ü cause de B> 4; on pourra done mettre sn y = 


r sind‘, done db = et l’o a integrer la fonction 
n n aura a ınteg 


V 
ce qui rentre dans le cas precddent. 


III. cas. b<o’, <a” 

Ce dernier cas que nous reste A examiner, suppose les quatre ra- 
eines de l’equation toutes röelles. Representons les dans l'ordre 
de leur grandeur numerique et sans avoir Egard aux signes qui les alleeo- 
tent, par ?, 9, r, s, la premiere ctant la plus petite. 

Soit en outre 

p=a—m, r=a'—m', 
g=a+m, 
le radical A pourra ötre deeomposd en deux facteurs du second degre 
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Prenous maintenant langle @ tel ge e—a=msec9, il viendra 


dr= 9, par consequent la fonc- 


tion integrer deviendra 


cospV |[(m — a, — 


denominateur peut se d@composer en 
(mn — (a, — cos®) (m — (a, + m‘)cos®) 


(om + m'—.a) + (m — m’--a,)sin’ 


Si maintenant lon remplace les u m, m’, a, par leurs valeurs en 


Pp, 9% 7, 5, et que Ton fait s=tang-, on trouvera sans peine que la 


differentielle a integrer se transforme en 
20z 
En admettant dabord que les racines p, 9, r, 5 sont toutes positives, ou 
toutes negatives, les quatre constantes qui entrent sous le radical seront 


toutes de möme signe, et l’on pourra en consequence poser l’equation 


sec’), d’ou il suit 
/fr—g\ Siow 
r—p/ cos’w 
et lon trouvera apres avoir eflectue les substitutions, la differentielle 
2 dw 


vi s—p)\r—gq) — (r— p) cos“ 


Cette transformation suppose z > 7); pour les valeurs de au des- 
/fr—ı 


sous de Y on fera (r— (r—9)sin’d, len ebtiendra 


pour la formule integrer 


(s—p)(r— g) sin? 
En general quelque soit la diversit@ des sigues aflectes aux quatre racı- 
nes, il est @vident que lintegrale en x aura toujours lune des formes 
comprises dans lexpression generale | 


EI 
et que celle-ci. en employant un des trois moyens de trausformation: 
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A A A 
see), Zztang'y, z sin 


se ramenera toujours soit a soit ü dont 
) JV IV MEN 


chacune rentre dans un des deux cas pr&cödemment traites. 
0X 
Nous terminerons la presente note en observant que puisque VE 


a ete röauıe dans le 3° cas ü une autre integrale en fonetion de 3, qui 
ne contient pas les puissances impaires de cette variable, et ce au moyen 
de deux substitutions successives, savoir en faisant d’abord x — « = rn sec ® 


m p 
et ensulte tang ( 


ou = il sien suit que 


1-+-cosp 
on aurait pu y arriver immediatement, en posant l’@quation —= 
z—a-tm 
ou bien d’ou lon tire —p= Par con- 


sequent toutes les fois que le radical est d@composable en quatre facteurs 
rcels 2—p, 2—9, la substitution que nous venons de trou- 


ver en fonction de z, fera disparaitre dans I les puissances impaires 
de cette variable, ce qui, dans P’hypothese dont il siagit, simplifie beaucoup 
le proe@de dü ä Mr. Legendre, lequel consiste substituer au 


lieu de x, les constantes tant determindes par les equations 
La Haye, Aout 1832, 
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22. 


3eweis eines Satzes aus der Theorie der numerischen 
Gleichungen. 
(Von dem Herrn Dr. C, H. Graeffe zu Zürich.) 


W enn man aus der Gleichung: 
den Guotienten: 


B; 
bildet, so giebt der Quotient Z— - bei numerischer Berechnung in vielen 


Fällen den angenäherten W u einer Wurzel der gegebenen Gleichung. 
Diese Eigenschaft der Gleichungen fand Herr J. J. Raabe bei Gelegen- 
heit anderer Untersuchungen, die er bald mitzutheilen beabsichtigt, und 
theilte sie dem Unterzeichneten zur weiteren Entwicklung mit, aus der 
die Bedingungen hervorgingen, unter welchen eine Gonvergenz eines Wur- 
zelwerthes eintritt. Hat nemlich die obige Gleichung die Factoren: 
so besitzt sie in der umgeänderten Gestalt, in der sie im Nenner erschänt, 
die Factoren 


Aus 
ete. 
folgt nun: 
1 2 
= 
1 
1 


+... 
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Multiplieirt man diese Reihen mit einander, so erhält man eine 
Reihe, deren Coelficienten Variationsformen zu bestimmten Summen aus 
den Coefficienten dieser Reihen sind, die aber in Combinationsformen mit 
unbedingter \WWYiederholbarkeit und von bestimmten Classen übergehen, 


Wenn Q,, 2... @, als combinatorische Elemente betrachtet wer- 
den, d. h. man findet die Reihe 


1 2 k 


die mit der lkeihe (1.) identisch ist. Der Voraussetzung zulolge ist nun: 


k 
Ü Ad, a, An) 


der angenäherte Werth einer Wurzel der gegebenen Gleichung. Es ist aber 


und hieraus folgt: 


((a,a; .... Ar) A.) 
C(a,a;za, C(a,a; Q3 
Rn 2 3 ... n 
= 4, +7 L 


Die Untersuchung ist jetzt darauf zurückgeführt, die Bedingungen 
aufzufinden,, unter welchen dieser an die Wurzel «a, geknüpfte Bruch ei- 
nen sehr kleinen Werth giebt. Um dieses entscheiden zu können, wol- 
len wir zuerst annehmen, dafs alle Wurzeln der gegebenen Gleichung 
reell sind, und dals, abgesehen vom Zeichen, @, unter ihnen den grölsten 


Zahlwerth besitze. Es sind alsdann —*, u u. ächte Brüche, und die Reihen: 
I x 
1 1 1» 1 
1 1 1 
(dr 
1 1 1 3 1; 1 k 
conyergiren. Multiplicirt man diese Reihen mit einander, so erhält man: 
Crelle's Journal d M. Dd. X. It. 3. 38 
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= 1 + a, C(a,. 1 a’ C(a,... .Q,) 
k 
wo als eine verschwindende Grölse zu betrachten ist. 


ı 


Rieraus folgt: 


k-2 
— + + a, 


Durch Substitution dieses Werthes verwandelt sich der Quotient 


in: 


C(a, a, .... an) QAz a; 
a, Ay a Ay 


Q; 


Nun ist aber eine verschwindende Gröfse, während 


ein Factor von der Form 1—— nie den Werth 2 übertrifft; es kann 


da, 


daher der mit «, verbundene Ausdruck bis zu jeder beliebigen Kleinheit 
hinabgedrücht werden, wenn man nur % hinlänglich grofs annimmt. Die 
Convergenz ist desto gröfßser, je mehr «a, die übrigen Wurzeln an Werth 
übertrillt, und wenn alle Wurzeln positiv sind. 


Enthält die Gleichung unmögliche Wurzeln, ist z. B. 
a, 


so ist die Reilıe: 


1 
— —I) 


— —1) 


+ 42° (00820 + sin (coskw+sinkwy — 1) 


convergirend, wenn @a,>z, d.h. wenn 


| 
| 1 
| 
k 
C(a,a, An) 
Cha, 
_ 
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Der Quotient hat alsdann die Form: 


w w” a a 
a, (1 a, a, a a, a, On); 


i 


in der die mit a, verbundene Gröfse für einen grolsen Werth von 4 ver- 
schwindet. Es können auch noch mehrere Wurzeln unmöglich sein, ja alle, 
bis auf @,, und der Quotient wird immer einen angenäherten Werth der 
Wurzel @, geben, wenn nur allgemein 
a 
wo @&,+Pß,y—1 allgemein ein Paar der unmöglichen Wurzeln bedeutet. 
Endlich ist noch die Bemerkung hinzuzufügen, dals für @«, = «, der 


Factor 1 —- nicht zu Null wird, denn 1 !st nur dann unendlich, wenn 


wir alle Glieder der Entwicklung nehmen; für # Glieder ist aber: 


=14141..=% 
und daher 
1 
- 
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23. 


Addition A Vartucle 12. cahier precedent. 
(Par Mr. F. Alinding.) 


Tarticle indique je m’etais content@ de remarquer, que la fonction 
est une diflerentielle exacte. En la reprenant dans ces derniers jours, 
jai trouve quelle donne une integrale d’une grande simplieite. 
En multipliant le numerateur et le d@nominateur de la differen- 
tielle ci-dessus par 1-+pv', elle devient: 


3 
(1 +pv‘) —p(1—ı v)? 


pr’ 
Sı dans cette formule on pose I; —= z, elle se transforme en: 


vöv 


Öz 


On peut done regarder la fonction Fr comme completement integrce. 
Berlin le 17. Avril 1833. 
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24. 
Anal ytisch - geometrische A phorismen, 


(Fortsetzung des Aufsatzes No. 15. im vorigen Ilefte.) 


(Von dem Herrn Professor Plücker zu Berlin. ) 


\ 
\ 


1. 
Einige Sätze über Kreise und eine neue Construction des 
apollonischen Problems der Tactionen. 


Die Absicht dieses Aufsatzes ist, Analogien zwischen Sätzen über Kreise 
und Sätzen über gerade Linien nachzuweisen. 

1. Neben dem Satze: 

„dafs die drei von den Durchschnitten je zweier von drei gegebenen 
„geraden Linien auf die jedesmalige dritte dieser geraden Linien ve- 
„füllten Perpendikel in demselben Puncte sich schneiden,” 

besteht auch der folgende Satz: 

Wenn irgend drei Kreise gegeben sind, und man be- 
schreibt drei neue Kreise, so, dafs jeder derselben durch 
die beiden Durehschnittspuncete zweier der drei gegebenen 
seht, und den dritten derselben rechtwinklig schneidet. 
so gehen diese drei neuen Kreise durch dieselben beiden 
Puncte. 

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir für die Gleichungen der 
drei Kreise folgende nehmen: 

2. 

Hiernach ist die allgemeine Gleichung aller Kreise, welche durch die bei- 
den (reellen oder imaginairen) Durchnittspunete der beiden ersten gege- 


benen gehen, folgende: 
4. Ü Ö, 


indem wir durch u einen unbestimmten Üoeflicienten bezeiehnen. Soll 
diese Gleichung inbesondere denjenigen Kreis darstellen, der den dritten 
gegebenen unter rechten Winkeln schneidet, so wird erlordert, dals die- 


jeuigen beiden Radien dieser beiden Kreise, welche durch einen Durch- 
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schnittspunct derselben gehen, auf einander senkrecht sind, und dafs also 
die Summe der Quadrate der Radien der beiden Kreise gleich ist dem 
Quadrate der Entlernung ihrer Mittelpuncte von einander. Wenn wir 
die Gleichung (4.) entwickeln, so erhalten wir für das Quadrat des Ra- 
dius des bezüglichen Kreises: 

und für das Quadrat der Entfernung des Mittelpunctes desselben von dem 
Mittelpunete des Kreises (3.): 

uf at ua 

( 2") + 
Überdies ist der Radius des letztgenannten Kreises gleich 0. Hiernach 
ergiebt sich zur Bestimmung des Coefficienten & folgende Gleichung: 

u i+u 


und, wenn wir reduciren, kommt: 


Dieser Gleichung können wir noch eine einfachere Form geben; denn 


es ıst: 

6, \ 22’ 0’ cosw, 

wenn wir diejenigen beiden Winkel, unter welchen der zweite und dritte 
und der erste und dritte gegebene Kreis sich schneiden, » und »’ nennen. 
Um diese Winkel noch nüher zu bezeichnen, bemerken wir, dafs wenn 
irgend zwei Kreise sich schneiden, drei begränzte Figuren entstehen, von 
welchen eine convex -convex, und zwei convex =concav sind, und dafs wir 
die Innen-Winkel der erstgenannten Figur, und nicht ihre Nebenwinkel, 
„ nennen und als die Durchschnittswinkel der beiden Kreise betrachten. 
Wenn hiernach die beiden Kreise sich aufserhalb berühren, so ist = 0; 
wenn einer von dem andern innerhalb berührt wird, so ist „=. Wenn 
die beiden Kreise keinen Punct gemein haben, so wird » zwar imaginär, 
cosw bleibt aber reell und wird nur gröfser als Eins, In diesem Falle 
bezeichnet ein gegebener Werth von cosw{>1) eine Beziehung der bei- 
den bezüglichen Kreise zu emander, deren geometrische Aussage blofs 
eine andere wird, und sich noch immer durch eine Gleichung von der Form 
der Gleichungen (6.) bestimmt. 
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Die Gleichung (5.) geht hiernach in folgende über: 


wonach die Gleichung (4.) sich in folgende verwandelt: 
cos 
Wenn wir den Durchschnittswinkel der beiden ersten gegebenen Kreise 
»'' nennen, so giebt eine blolse Accent- Vertauschung folgende Gleichungen: 


coswW 


für diejenigen beiden Kreise, welche durch die Durchschnittspunete des 
zweiten und dritten, und des dritten und ersten gegebenen Kieises gehen 
und resp. den ersten und zweiten, gegebenen Kreis rechtwinklig schnei- 
den. Ein Blick aul die letzten drei Gleichungen zeigt uns die Richtigkeit 
des zu beweisenden Satzes. 


Aus dem hiermit bewiesenen Satze ergiebt sich durch Gränzbe- 
trachtungen ın der Construction nicht blofs der an die Spitze dieser Num- 
mer gestellte Satz, sondern man kann in der Aussage dieses Satzes, ganz 
beliebig, Puncte und gerade Linien an die Stelle der drei gegebenen Kreise 
setzen, und erhält auf diese Weise eilf verschiedene Sätze. Nehmen wir 
z.B. statt der drei gegebenen Kreise drei Punete, so gelangen wir zu 
folgendem Satze: 


„Wenn irgend drei Puncte gegeben sind und man beschreibt drei 
„Kreise so, dafs jeder derselben durch einen der drei zegebenen Puncte 
„geht und die beiden übrigen zu zugeordneten Poien hat, so schneiden 
„sich diese drei Kreise in denselben beiden Puncten.” 


In diesem Falle können wir in der analytischen Beweisführung uns 
der Symbole cosw, die unendlich werden, nicht mehr bedienen. Man er- 
hält bier indessen, indem man = 0, 2 2" = t) setzt, aus (5.) sogleich 


wenn man durch e und e die Abstünde des ersten und zweiten geyebe- 
nen Punetes vom dritten bezeichnet. 


Der Raum verbietet, hierüber mehr in's Detail einzugehen. Ich er- 
wähne nur noch beiläufig, dafs, da in der Gieichung der dritte gege- 


39° 
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bene Kreis nur in den Winkeln » und w, unter welchen er die beiden 
ersten schneidet, erscheint, wir sogleich folgenden Satz erhalten: 

„Alle dritten Kreise, welche jeden von zwei gegebenen Kreisen 
„unter einem gegebenen Winkel schneiden, werden ihrerseits von einem und 
„demselben Kreise unter rechten Winkeln geschnitten, und dieser Kreis 
„geht durch die beiden Durchschnitte der beiden gegebenen.” 


cos w’ 


Eigentlich kommt in der Gleichung (7.) nur der Quotient vor. 

2. Neben den Satz: 

„daß, wenn man die Winkel, welche in den Durchschnitten von ir- 
„gend drei gegebenen geraden Linien entstehen, durch sechs neue 
„gerade Linien halbirt, diese Halbirungs-Linien zu drei in vier neuen 
„Puncten sich schneiden,” 

stellt sich der folgende: 

Weun irgend dreiKreise gegeben sind, und man halbirt 
diejenigen Winkel, welehe in den Durchschnitten je zweier 
derselben entstehen, durch dreimal zwei Kreise, so erhält man 
solche sechs Kreise, die zu drei, auf vierfache Weise zusam- 
mengestellt, in denselben beiden Puncten sich schneiden. 

Um diesen Satz zu beweisen, wollen wir die drei gegebenen Kreise 
wiederum durch die Gleichungen (1.— 3.) der vorigen Nummer darstel- 
len, und durch die Gleichung (4,) denjenigen Kreis bezeichnen, der durch 
die Durchschnitte der beiden ersten gegebenen geht und die Durchschnitts- 
Winkel derselben halbirt. Da dieser Kreis alsdann mit dem ersten und 
zweiten gegebenen Kreise Winkel bildet, die sich zu = ergänzen, und de- 
ren Cosinus also gleich und von entgegengesetztem Zeichen sind, so erhält 
man folgende Gleichung zur Bestimmung von #, wenn wir, der Kürze 
halber, in den Nennern der folgenden Ausdrücke den Radius des Kreises 
(4.) R nennen: 


1+1 1+u 1+u 
2Ro 
2ho’ 


Nach allen Reductionen erhalten wir hieraus: 


| 

| | 
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und also aus (4.): 


Durch blolse Accent-Vertauschung erhalten wir hiernach für dieje- 
nigen beiden Kreise, welche die von dem zweiten und dritten, und von 
dem ersten und dritten gegebenen Kreise gebildeten Winkel halbiren, 
folgende Gleichungen: 


0, 
11. 

_ 0. 


Die drei Kreise (10.) und (11.) gehen also, was zu beweisen war, durch 
dieselben beiden Puncte, 

Wenn wir das Zeichen eines der drei Radien >, ° ımd £“ in den 
letzten drei Gleichungen ändern, so erhalten wir drei neue Kreise, welche 
in denselben beiden Puncten sich schneiden. Nehmen wir e mit entgegen- 
gesetztem Zeichen, so erhält der erste Theil der Gleichung (9.) ebenfalls 
das entgegengesetzte Zeichen, und diese Bedingungs-Gleichung drückt aus, 
dafs der Kreis (10.) die beiden Kreise (1.) und (2.) unter gleichen Win- 
keln schneidet, und folglich die Nebenwinkel der Durchsehnittswinkel 
der letztgenannten beiden Kreise halbirt. In eine gleiche Beziehung tritt 
alsdann auch der zweite der Kreise (11.) zu den Kreisen (1.) und (3.). 
Hiernach ist der vorstehende Satz vollständig bewiesen. 

Es ist dieser Satz, wenigstens unter einer andern Aussage, bekannt. 
Die Mittelpuncts-Coordinaten des Kreises (10.) z.B. sina: 


= x 7 
® ’ 


und in diesen Ausdrücken erkennen wir die Coordinaten des Durchsehnit- 
tes der gemeinschaftlichen äulsern Tangenten der beiden ersten Kreise 
wieder. Ändern wir das Zeichen von 2 oder r‘, so erhalten wir die Coor- 
dinaten des Durchschnittes der gemeinschaftlichen innern Tangenten der- 
selben beiden Kreise. Also: 

„Wenn man aus solchen drei Durchschnittspuneten gemeinschatftli- 
„cher Tangenten je zweier von drei gegebenen Kreisen, die in gerader 
„Linie liegen, als Mittelpuncten, drei neue Kreise beschreibt, welche durch 
„die Durchschnitte der beiden bezüglichen gegebenen Kreise gehen, so 
„schneiden dieselben sich in denselben beiden Puncten.” (Anal. seom, 
Entw. I. 185.) 
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Wenn ich nicht irre, ist dieser Satz schon in einem frühern Bande 
von Gergonne's Annalen aufgestellt und bewiesen worden. Ich bemerke 
beiläufig, dals in dem vorstehenden Satze die drei Durchschnittspuncte 
semeinschaftlicher Tangenten mit irgend drei andern Puncten ver- 
tauscht werden können, die in gerader Linie und auf den Central-Linien 
je zweier der drei gegebenen Kreise liegen *). 

3.  „\tenn man die Innenwinkel eines gegebenen Dreiecks durch 
„Jrei gerade Linien halbirt, so schneiden sich diese Halbirungs- Linien 
„in einem und demselben Puncte. Wenn man von diesem Puncte aus 
„Perpendikel auf die drei Dreiecksseiten fällt, so sind die Fufspuncte die- 
„ser Perpendikel diejenigen Puncte, in welchen der dem Dreieck einge- 
„‚schriebene Kreis die Seiten desselben berührt. Dieser Kreis ist durch 
„diese Berührungspunete bestimmt.” 

Ganz analog ist folgende neue, und, wie mir scheint, elegante Con- 
struction des Problems der Tactionen: 

Einen Kreis zu beschreiben, der drei gegebene Kreise 
berührt. 

„Man halbire durch drei Kreise diejenigen beiden Winkel, unter 
„weichen die drei gegebenen Kreise, paarweise genommen, sich schnei- 
„den. Diese drei Kreise gehen durch dieselben beiden Puncte. Man lege 
„dureh diese beiden Punete drei neue Kreise, welche die drei gegebenen 
„unter rechten Winkeln schneiden. Die dreimal zwei Durchsehnittspuncte 
„welche man biernach auf den letztgenannten drei Kreisen erhält ‚ sind 
„diejenigen Punete, in welchen diese Kreise von zwei der verlangten be- 
„rührt werden: von denjenigen nemlich, welche dieselben alle drei gleich- 


„artisz berühren.” 


*, Um keinen Sstz unbewiesen zu lassen, füge ich diese Note hinzu. Die Mit- 
telpuncte der drei Kreise (1.) können wir durch folgende drei Gleichungen darstellen, 
wenn svir uns der neuen Linien - Coordinairn bedienen: 

l-send drei andere Puncte, welche auf den Seiten des durch diese drei Mittelpuncte 
hestimmten Dreieckes, und überdiels in gerader Livie liegen, können wir alsdann, 
wenn a und ” unbestimmte Coveflicienten bedeuten, durch folgende Gleichungen darstellen : 

Diese luncte sind aber, wie sogleich erhellet, die Mittelpuncte folgender drei Kreise: 
die, was man sogleich aus ihren Gleichuugen entnimmt, durch die Durchschnitte je 
zweier der drei gegebenen MNreise geben, und überdiefls alle drei denselben beiden 


sich schneiden 
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Ohne Mühe ergiebt sich der Beweis dieser Construction, die sich, 
was nach dem Vorhergehenden kaum noch erwähnt zu werden braucht, 
auf jede beliebige gegenseitige Lage der drei gegebenen Kreise zu einan- 
der erstreckt. 

Wir wollen die beiden gesuchten Kreise € und C’ nennen; jeder 
derselben wird von der drei gegebenen Kreisen y, y’ und 'y‘ gleichartig 
berührt. In der 196sten Nummer des ersten Bandes der „‚Entwickelungen 
ist ohne allen Aufwand von Rechnung gezeigt worden, dafs der Durch- 
schnitt der äufsern gemeinschaftlichen Tangenten irgend zweier Kreise, 
welche die Kreise © und C’ so berühren, wie es die Kreise y thun, auf 
der gemeinschaftlichen Chorde von C und C‘ liegen. Derjenige Kreis £, 
welcher aus einem solchen Puncte, als Mittelpunet, beschrieben wird und 
mit den bezüglichen beiden Kreisen (etwa y und Y’) dieselben Durch- 
schnittspunete hat, schneidet die beiden Kreise C und C’ unter rechten 
Winkeln. Es folst diels unmittelbar aus dem Satze am Ende der ersten 
Nummer dieses Aufsatzes (II.), wenn man zugleich bemerkt, dafs die 
Gleichungen (7.) und (10.) identisch werden, wenn w = w, und also ins- 
besondere auch, wenn w=w'=0 oder w=w'—=r. Hieraus folgt dann 
ferner, dafs alle solche Kreise X die Centrällinie der beiden Kreise € und 
C' in denselben beiden festen Puneten schneiden, was auch schon in der 
185sten Nummer der Entwicklungen bemerkt worden ist. 

Wenn wir nun statt eines Kreises X einen solchen Kreis nehmen, 
der zweien zusammenfallenden Kreisen Y entspricht, so ist aus einer 
Grünz-Betrachtung sogleich ersichtlich, dafs ein solcher Kreis den Kreis 
y rechtwinklig schneidet und durch diejenigen beiden Punete geht, in wel- 
chen der Kreis y von den Kreisen € und €’ berührt wird. Ein solcher 
Kreis wird aber auch die Centrallinie der letztgenaunten beiden Kreise 
immer noch in den beiden constanten Durchschnitispuneten der Kreise A 
schneiden. Somit ist die obige Construction gerechtfertigt. 

Die Construction der übrigen Berührungs -Kreise ist ganz ähnlich. 

Ich beschränke mich hier auf die vorstehenden Analogien. Nach 
Analogien zu schlielsen, ist eines der ersten Hülfsmittel, um neue Sätze 
aufzufinden; und überdiefs, wo, wie in dem Vorstehenden, Analogien zwi- 
schen zwei Reihen von Sätzen sich finden, da besteht notliwendig ein 
Übertragungs -Prineip. Ich komme später noch hierauf zurück. 

Boun, am 1. August 1831. 
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25. 
Demonstration de la solution du probleme de Malfatti, 
donnde par Mr. Steiner p- 178. du tome]l. cah. 2. 


(Par Mr. Zornow, professeur au College de Kneiphof, & Königsberg.) 


- 

. 


On trouve dans le tome I. de ce Journal une construction tres remar- 
«uable du probleme suivant, connu sous le nom du probl&öme de Malfatti: 
„A un triangle donn® quelconque, inscrire trois cereles de maniere, que 
chacun d’eux touche exterieurement les deux autres et deux cötes du 
triangle. Cette construction @galement distingude par sa simplieit@ et son 
elegance, na pas et© demontree par son auteur, et ü ce que je sais, nulle 
d«'monstration en a publice depuis ce tems la. C'est ce qui me four- 
nit loccasion de communiquer aux Geometres la demonstration suivante, 
qui me parait assez simple pour meriter leur indulgence. 

Commencons par quelques consid“rations connues. 

1. Soient (Taf. V. Fig. 1.) « et 5 deux cercles *), qui se touchent 
extcrieurement; par leur point de eontact z menons une tangente com- 
mune Soit une autre tangente, qui rencontre la premiere 
au point zo, on aura: 

2. Etant men par u” et um troisieme cercle quelconque c, ”*), 
qui coupe @ et 5 dans deux aufres points y et x, la droite c,w‘' sera 
perpendiculaire a la droite u” En tems la droite u‘ y sera per- 
pendieulaire a la droite @c,, qui joint les centres des deux cercles a, c.. 

3. Les cercles @ et 5 peuvent etre touches dans les points y et x 
par un meme cerce c. 

4. Soit „2 le point de rencontre des deux droites ac, et u‘ v’ pro- 
iongees convenablement, la droite 4’y touchera le cercle @ au point y, et 
par suite aussi le cercle ce dans le m&me point. 

5. Soit deerit du centre c, un second cerele, qui touche zo” au 
point ww"), Le point 4’ sera le point de similitude extcrieur des deux 
vereles @ et c,, done la droite 4°y touchera aussi le cercle c,. 


*) Nous designerons, pour abriger, le cercle, son centre, et son rayon par la 
lettre de l’alphabet. 


**, (e cerele n’est pas construit dans la figure, pour ne pas la rendre trop 

compliquee. 

ce cercle et son rayon c,w”, que noas designerons disormais par 
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6. Reciproquement la tangente yf commune aux cercles a et c, 
mende par leur point de contact y, touche le cercle c,.. De la m&me ma- 
nicre on prouve, que la tangente xs, commune aux cercles 5 et c, mende 
par leur point de contact x, touche le cercle e,. 

7. Les droites zw‘, xs, yt se coupent dans un point unique P, que 
l’on peut regarder comme le centre du cercle inscrit au triangle @be. D’ou suit: 


zP=sP=yP= 


8. Le point P &tanf le point de similitude int@rieur des deux cercles 
c, et c, les trois points c,, P, e sont sur une m&me droite, et par suite 
les deux triangles ePx et c,Ps sont semblables. On tire de la: 
abc 
9. ou c:c, te; d’ou vient 
ou bien =c(a +b—Nc,). 


10. Soit as’ la tangente mence du point @ au cercle c,, on a: 


= (ac) —c = = ala +, = 
1l. Soit #’v’ ume tangente exterieure commune aux cercles @ et c, 
et qui ne rencontre pas le troisicme 6, si elle coupe la droite Py au 
point w‘, on a, comme ci dessus 1.: 
wu m wu = wy z=y(ac), 
et par consequence: 


u’ w’ c 
as ua 


On voit par lü, que les deux triangles rectangles c,as’ et w’au‘ sont 


senıhlables, d’ou suit: 
Zwoau. 


12. Soit 4 le point de rencontre des deux droites u’v’, u” v; le 
cercle « Ctant inscrit au triangle 4.470, on a toujours: 


On aura done aussi: 
-/AA —=2N. 


On voit par lü, que les droites fa et as’ se confondent en une droite 

unique, c'est ü dire: la droite 4a, qui divise en deux parties Ögales langle 4 

par les deux droites v’v’ et u‘ touche en tems le cercle c,. 

13. Soit de plus vv tangente commune exterieure aux cercles b et 

c, et qui ne rencontre pas le troisitme cercle @; soient BD et Ü ses points 

de rencontre avec les droites u” v’’' et u‘v‘, on prouve de la m@me ma- 
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niere, que la droite BC touche le cercle e,. Done un triangle ABC £tant 
eirconscrit aux trois cereles @, 5, c de maniere, que chacun de ses cötes 
touche exterieurement deux de ces cercles, si lon partage les angles 4, 
B, C en deux parties egales au moyen des droites 40, BO, CO, le cercle 
c, sera inscrit au triangle ABO. 

14. Reeiproquement le cercle ce, inserit au triangle 4BO, est touche 
de deux des trois taugentes x«P, yP, zP, mendes aux cercles @, 5, c par 
leurs points de contact communs x, y, x, et touche en m&me tems le 
cöte AB au m&me point ww’, auquel il est rencontre par la troisicme 
tangente Pz. 

15. Soient de plus «, et 5, les cercles inscrits aux deux autres trian- 
gles BCO et CAO, on prouve de la m@me maniere, quils sont touches 
respectivement des droites yP, zP, et des droites sP, eP. Donc du 
point zw’, auquel le cercle c, touche le cötE 4B, on peut mener une tan- 
gente Pz commune aux quatre cereles @, db, a@,, d,, et qui touche en 
möme tems les deux premiers ä leur point de contact commun. 

16. Kitant donnd le triangle ABC, si lon cherche les trois cercles 
a, b, ec, determines de maniere, que chacun d’eux touche les deux autres 
et en meme tems deux des cötds du triangle ABC, on partagera en pre- 
mier lieu les angles #, B, C en deux parties egales au moyen des droites 
AO, BO, CO; apres cela @tant inscrits aux triangles BCO, C 40, ABO les 
cercles @,, b,, €, dont le dernier touche AB au point zv‘‘, si l’on mene 
du point zw’ une tangente au cercle @, tellement choisie, qu’elle touche 
en möme tems le cercle b,, ce 'qui est toujours possible, elle touchera 
aussi deux des cercles cherches «@ et 5, qui sont par la entierement deter- 
mines. Par une construction semblable on trouve le troisieme cercle c. 

La construction pr@c@dente du problöme de Malfatti est precise- 
ment celle, qui a et@ donnde par Mr. Steiner a l’endroit cite. 
Königsberg , le 30. Oct. 1832. 


| 
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26. 


Memoire sur les fonctions discontinues. 


(Par Mr. Guillaume Libri de Florence. ) 
(Lu & lAcademie Royale des sciences de Paris, le 21. Mai 1832.) 


Introduction. 


Iı y a quelques annedes que dans un m@moire ou je discutais les valeurs 
des limites des fonctions discontinues, j’exposai une maniere fort simple 
de representer ces fonctions par des exponentielles sans int@grales definies 
ni suites infinies. J’assurai ü cette occasion, que mes formules pouyaient s’ap- 
pliquer avec succes aux transcendantes numeriques, et specialement a la 
recherche directe d’un nombre premier plus grand qu’une limite donnde. 

Les geometres qui tenterent les premiers d’exprimer les fonctions 
discontinues en analyse, rencontrerent de grands obstacles et de puissans 
antagonistes. Cette question agitee d’abord entre Daniel Bernoulli, 
Euler et D’Alembert, a occup@ successivement les plus celbres gdo- 
metres, mais ce n’est que dans ces derniers tems quelle a recu une solu- 
tion adoptee g@neralement par les analystes. Les travaux de Fourier 
et les belles recherches de Mr. Poisson sur les limites des fonctions 
discontinues, ont du dissiper les doutes qui restaient encore sur la nature 
de ces fonctions. | 

Dans ce m@moire jıai täch® de reduire lalgebre ordinaire et aux 
fontions exponentielles, les fonctions discontinues qui paraissaient placdes 
aux limites les plus reculces de la science. Non seulement cette maniere 
el@mentaire de traiter des «questions difhiciles, sert ü propager des connais- 
sances qui etaient reservees a un petit nombre de personnes, mais elle 
conduit aussi ü la rdsolution algebrique d’un grand nombre de problemes 
qui paraissaient exceder les forces de lanalyse. Dejü dans ce me@mboire 
japplique mes principes ä la determination directe et generale des divi- 
seurs des nombres, et ü la recherche des nombres premiers. Mais ces 
formules sont d’un usage beaucoup plus &tendu. Les g&ometres qui au- 
ront bien saisi l’esprit de ma methode verront qu’elle peut s’appliquer ä 
une multitude de questions diverses. Elle sert surtout ü la recherche du 

40 
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terme general de certaines sCries qui paraissaient n’obeir aucune loi 
analytique. 

Mes expressions s’Cloignent tellement des formes analytiques ordi- 
naires, elles paraitront, peut ©tre, si singulicres au lecteur, que jai cru 
devoir insister specialement sur leur d@monstration. On trouvera au com- 
mencement de ce m@moire une discussion fort Iengue des valeurs de la 
fonetion 0%. Jaurais pu, peut Ötre, m’en rapporter ü ce qui se trouvait 
deja dans d’autres ouvrages, mais jaai tüch@ de combattre d’avance les 
diffieult©s que ce genre d’expression auroit pu faire naitre dans Fesprit 
du lecteur. 


La fonction dont je me sers dans ce memoire, est beau- 


0° +1? 
coup plus simple «que celle dont je m’Ctais servi pr&ecedemment. Elle a 
de plus lavantage de pouvoir sappliquer a la theorie des nombres, de 
maniere ü @viter la valeur de 0°. Alors elle devient @vidente par elle möme, 
ind“pendamment de toute consideration etrangcre, 

Ces formules ne renferment aucune notation nouyelle, Elles sont 
le r&sultat necessaire des proprietes connues des fonctions exponentielles. 
Les fonctions discontinues n’ayaient appliquces Jusquwici qu’aux proble= 
mes de physique math@matique. A Tavenir elles contribueront surtout 
aux progres de llanalyse algÖbrique et a lapplication de lalgehre la 
gcometrie. 


Analyse 


Dans nos recherches pr@cedentes sur les fonctions discontinues nous 
avons considere la valeur de 0’ comme dtant toujours Egale Tunit@, en 
coscquence de la valeur de qui £tait toujours dgale a zero, lorsque 
x Mais il faut observer qu’on sait seulement que le produit x 
est egal a zero lorsque x = 0; tandisque on ignore si dans xlogV, le 0 
du logO vient de logx, dans lequel on ait fait 0, ou de toute autre 
fonction de x sous le signe logarithmique. Il resulte de lü quelque incer- 
titude dans la valeur de x log0, lorsgue z=0, et par suite dans celle de 
0’=1. Mais il est aise de prouver direetement par d’aufres inoyens que 
lexpression 0’ a toujours pour valeur V'unite. 
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Mascheroni *) avait deja observE que 0’=1, Il trouyait cette 
valeur par l’&quation 
(a — a)” 


(a—ı"" — (a_—a)" 1 


mais on peut y parvenir par d’autres voies, 
On sait que lorsque x est un nombre entier, le developpement du 


— 


s’arrte toujours et donne toujours une valeur exacte quelleque soit la 
valeur de z; ce qui ne tient pas ü la convergence de la serie du second 
membre (car cette convergence exige que l’on ait „<Z1), mais au facteur 
x qu’on retrouve dans tous les termes apres le terme 1 
resulte de la que si Von fait x = 0, tous les termes, excepte@ le premier, 
se detruiront, et on aura toujours (I—u)=1. On voit que cette valeur 
est ind@pendante de la valeur de v, et qu'on pourra faire „= 1, d’ou il 
resultera On veit aussi que parviendrait au m&me 
resultat, en fesant d’abord 


= a — za 


2 

et puis (par la supposition de e=0), =«=!: car puisqme ce 
dernier r£sultat est ind@pendant de et de on pcourra faire et 
on aura encore 


b° etc. 


—=1, 

I est clair que lorsque x est une quantite positive quelconque, la 
fonction 0“ est toujours dgale zero. Ceci n’a pas besoin d’tre demon« 
tr&; mais si on voulait voir, comment la quantit@ 0“, qui est gale Zunite 
lorsqgue devient @gale a zero pour une valeır quelconque de 
peu differente de zero, on n’aurait qu’ä faire x infiniment petit dans 
l’equation 


ce qui donnerait, en negligeant les puissances supcrieures de x: 
= 1—rlog(t—1) = 1— | 
Maintenant on sait que lorsque x = 0, le produit e(1+3 +3 +4...» + etc.) 


*) Kuleri instituliones calculi differentialis, Ticini 1787. 4°. pars II. p. 813. Si4. 


binome 

) 
| (l—u)* = 1—xu-+ etc. , 
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est Egal a zero, quoique le second facteur soit une quantit& infinie; il r&- 

sulte de lä que si on fait x @gal une quantit& tres-petite (mais plus 

grande que zero) la valeur de ce produirt sera gale ü lunite, et alors on aura 

Il r&sulte de la qu’en general la fonction 0* aura pour valeur zero, 
lunite, ou /infini, selon que x aura une valeur positive, zero ou 
negative. 

Puisque la fonction 0“ ne sauroit avoir que une de ces trois valeurs 

0, 1, m. 
il est clair que la fonction 0” ne peut prendre que l’une des trois valeurs 
suivantes: 
0, 07, 07, 
qui donnent 
0=1, 0!=0, 
II resulte de lü que la fonction 0°” est egale zero pour la valeur 0, 


x 
et pour une valeur negative quelconque de x; et que 0’ = 1, pour toutes 
les valeurs positives de x. 


Maintenant la fonction 


x a—Xx 
0" 0° 


a pour valeur Tunite pour toutes les valeurs de x comprises entre x = 0, 
et =; cette fonetion se reduit A zero pour toutes les autres valeurs 


de x. Car le premier facteur 0’ est egal a zero depuis z=0 jusquü 


x 
et donne toujours 0’ 1, pour toute valeur positive de x. Le 
second facteur 0° est zero depuis x = jusqu’ax= x, et donne 


0” pour toutes les valeurs de x comprises entre =a, = — x, 
Partant, puisque pour toutes les valeurs de x, comprises entre x = a, 
z=x; et ntre =0, e—=— x, lun des deux facteurs de est egal 
A zero; et que entre e=0, ils sont tous les deux @gaux Tunitd; 


il en resulte enfin que le produit 0° 0° a pour valeur lunite entre 


. . 
x=a, et que hors de ces limites on a toujours 0’ =O0. 


En observant que pour (0, et on oura toujours 

1 faut remarquer ici, qu’etant donnee une fonction discontinue quel- 
conque, on pourra toujours la considerer comme etant @gale a la somme 
d’un nombre donne de fonctions, qui resteront continues entre des limites 
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donndes. Ces limites seront determinds par les points ou il y a solution 
de continuit& dans la fonction discontinue donnee. Maintenant, chacune 
des fonctions continues partielles, dont la fonction discontinue totale sc 
compose, pourra €tre representdee par le produit de deux facteurs, dont 
l’un exprimera la valeur de la fonetion discontinue entre deux limites de 
discontinuit@, et l’autre exprimera la loi de discontinuit&: pourvu que 
ait toujours egard a la valeur de ces fonctions aux limites et a J'autres 
circonstances qui tiennent aux valeurs infinies des fonctions dont on ne 
considere qu’une partie. 


. 
La fonction 0”  devient pour chaque valeur de @(x)=0, de 
manicre que si on voulait exprimer de cette maniere le contour d’un 


polygone, il est clair qu’en employant des facteurs de la forme 0° 0 (Axc+B) 
pour representer chaque cöte, on aura pour chaque sommet une valeur de 
l’ordonnee &gal a zero, ce qui serait inexact. Mais il est facile dans chaque 
cas de corriger cette erreur. Pour fixer les id@ees nous allons prendre un 
exemple. Supposons qu’on doive trouver l’@quation de la ligne abed.... 
(Taf. V. Fig. 2.) telle que @c soit une ligne droite, et cd.... une parabole. Soit 
hel’axe des ordonnees et eg l’axe des abscisses, soit ef= n, et exprimons en 
general par y=4Ax-+B, l’equation de la droite abe, etpar y=y(Cx+D) 
l’equation de la parabole ed. Il s’agit de trouver une fonction de x telle 
que depuis <= — x, jusqua elle devienne et que depuis 
jusqua elle devienne Y(Cx-+D) Il est clair qu’en ap- 
pellant f(x) cette fonction inconnue, on pourra faire f(x) (x) + Y(x), 
pourvu que F(x) soit egale a depuis —x jusquä =n, 
et s’Evanouisse depuis jusqua x; et pourvu que soit 
egale a Y(Ca-+D) depuis jusqua et s’evanouisse depuis 
z=n jusqWa e—=—x. Maintenant les fonctions F(x) et Y(x) restent 
continues entre les limits = — x, e=n, donc il fau- 
dra les d&composer en deux facteurs dont lun exprime la condition de 
discontinuitd, et lautre la valeur nume£rique de la fonction. On voit que 
si on multiplie D par une fonction D(x) telle quelle soit &gale 
a Punit& depuis — jusqu’ä et quelle devienne zero depuis 

=n jusquä = %, On aura d’abord la droite abc, et puis une valeur 
y=0 pour toutes les autres valeurs de x: de möme si on multiplie 
v(Cx-+D) par une fonction ®,(x) telle quelle soit lunite de- 
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est Egal ü zero, quoique le second facteur soit une quantitd infinie; il r&- 

sulte de lü que si on fait x Egal ä une quantit& tres-petite (mais plus 

grande que zero) la valeur de ce produirt sera dgale ü l’unite, et alors on aura 

Il r&sulte de la qu’en general la fonction O* aura pour valeur zero, 
lunite, ou /infini, selon que x aura une valeur positive, zero ou 
negative. 

Puisque la fonction 0“ ne sauroit avoir que une de ces trois valeurs 

0, 1, ©, 
il est clair que la fonction 0°” ne peut prendre que l’une des trois valeurs 
suivantes: | | 
0, 0°, 
qui donnent 
0!=0,0"=0. 
Il resulte de lü que la fonction 0° est dgale A zero pour la valeur 0, 


. x 
et pour une valeur negative quelconque de x; et que 0’ = 1, pour toutes 
les valeurs positives de x. 


Maintenant la fonction 
0° 0° 
a pour valeur Vunite pour toutes les valeurs de x comprises entre = 0, 
et z=a; cette fonction se reduit a zero pour toutes les autres valeurs 


x 
de x. Car le premier facteur 0’ est egal a zero depuis e=0 jusquü 
. x 
x—=—%, et donne toujours 0° —=1, pour toute valeur positive dex. Le 


second facteur 0° est egal ü zero depuis —= jusquüx= et donne 


0”  —=1, pour toutes les valeurs de x comprises entre = — x, 
Partant, puisque pour toutes les valeurs de x, comprises entre x =, 
z=x; et entre =0, des deux facteurs de est egal 
Azero; et que entre ils sont tous les deux @gaux 


il en resulte enfin que le produit 0° 0° a pour valeur lunite entre 


et que hors de ces limites on a toujours 0° 0 —0, 


En observant que pour (0, et z=a, on oura toujours 

1 faut remarquer ici, qu’&tant donnee une fonction discontinue quel- 
conque, on pourra toujours la consid@erer comme etant €gale a la somme 
d’un nombre donne de fonctions, qui resteront continues entre des limites 
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donnees. Ces limites seront determines par les points ou il y a solution 
de continuit& dans la fonction discontinue donnee. Maintenant, chacune 
des fonctions continues partielles, dont la fonction discontinue totale sc 
compose, pourra @tre representee par le produit de deux facteurs, dont 
lun exprimera la valeur de la fonetion discontinue entre deux limites de 
discontinuite, et lautre exprimera la loi de discontinuit@: pourvu que lon 
ait toujours egard a la valeur de ces fonctions aux limites et a J'autres 
circonstances qui tiennent aux valeurs infinies des fonctions dont on ne 
considere qu’une partie. 


. 
La fonction 0”  devient zero pour chaque valeur de @(x)=0, de 
maniere que si on voulait exprimer de cette maniere le contour d’un 


polygone, il est clair qu’en employant des facteurs de la forme 00 (Axc+B) 
pour representer chaque cöte, on aura pour chaque sommet une valeur de 
lordonnee Egal a zero, ce qui serait inexact. Mais il est facile dans chaque 
cas de corriger cette erreur. Pour fixer les id@ees nous allons prendre un 
exemple. Supposons qu’on doive trouver l’@quation de la ligne abed.... 
(Taf. V. Fig. 2.) telle que @ c soit une ligne droite, et ed.... une parabole. Soit 
hel’axe des ordonnees et e g l’axe des abscisses, soit ef= n, et exprimons en 
general par y=4Ax-+-B, V’equation de la droite abc, etpar y=y(Cx+D) 
l’equation de la parabole cd. Il s’agit de trouver une fonction de x telle 
que depuis = — x, jusqua e=n, elle devienne 4-+B, et que depuis 

=n jusqua =», elle devienne Y(Cx-+D) I est clair qu’en ap- 
pellant f(x) cette fonction inconnue, on pourra faire f(x) =! (x) + Y(x), 
pourvu que F(x) soit @egale a +B depuis juqua =n, 
et s’Evanouisse depuis jusqua z= x; et pourvu que Y(x) soit 
egale a Y(Cx-+D) depuis jusqua et s’evanouisse depuis 
z=n jusqWa e=—x. Maintenant les fonctions F(x) et restent 
continues entre les limites — x, =n; e—=n, =»: donc il fau- 
dra les d&composer en deux facteurs dont un exprime la condition de 
discontinuitd, et l’autre la valeur numerique de la fonction. On voit que 
si on multiplie Ax-+D par une foncetion telle quelle soit &gale 
a Punite depuis et quelle devienne zero depuis 
z=n jusquä x = ©, On aura d’abord la droite abc, et puis une valeur 
y=0 pour toutes les autres valeurs de x: de m@me’ si on multiplie 
v(Cx-+D) par une fonction P,(x) telle quelle soit &gale Vunite de- 
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puis jusquäü ©, et quelle s’evanouisse depus n jusqu’a 
x=—, on aura la parabole cd et puis une valeur de y=0O pour 
toutes les autres valeurs de x. Et comme ces valeurs de y=0 n’ajoutent 
rien ü la valeur des ordonndes, on aura enfin 
Mais on a vu qu’on pouyait faire } 


d’ou il rdsulte enfin, que la fonction cherchde f(x) est donnee par l’@quation 


11 faut observer cependant que pour la valeur e=nr, au lieu d’obtenir, 


y 
comme on le devrait, /(r)=4n-H-D, on trouve f{2)=0, parceque Ü 


et 0° sont toutes deux dgales ü zero l'orsqu’on fait nr: cependant 
on aura une valeur exacte m&me pour cette limite e=n, en prenant 


pour @(a) la valeur 1— 0°"; car cette fonction donnera alors (x) —1, 
pour toutes les yaleurs comprises entre 2 = (en y compre« 
nant la valeur zn), et se reduira ü zero pour toutes les valeurs com« 
prises entre z=n, Ainsi on aura 


fe) = ")(A&+B) +0" Y(Cx+D); 
et 
y= (1-0) (d&+B) +0" 
sera V@quation de la courbe abcd.... qui est composce de la ligue droite 
abc et de larc de parabole ed.... 


Toute la question eonsiste frouver une fonction telle qu'elle 
ait la valeur entre les limites e—=0, x =, et s’@vanouisse entre r —=(, 
—=—w, etentree z=a, =x: car en multipliant #(x) par la fonc- 
tion Y(x) qui exprime la valeur de la fonction discontinue entre les deux 
limites 2 =0, on aura /'(x) qui repräsentera une partie de 
la fonetion discontinue entre les deux limites qu'on peut 
supposer ötre deux points ou la fonetion totale cesse d’Ötre representee 
par la fonction Y/r); ou en d’autres termes, Ctre deux points successifs 
de discontinuite. On peut trouver plusieurs valeurs de la fonction I’(x), 
et ces valeurs dillörent aux limites: ainsi la fonction 


F(x) = 0" 0 
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donne F(x)=0, pour z=0, et pour La fonction 
= (1 — 0“ 
donne F(x)=1, pour les limites x=a; la valeur 
= 0 
donne F(x) = 1, pour =0, et pour Enfin la valeur 


1 


pour et pour en obseryant toujours «que toutes ces va- 
leurs de donnent F(x)=0 depuis 2 =0 jusquüa — x, et de- 


a—x 


donne F(x) =}, 


puis = et quion aF(x)=1 entre les limites 0, 
x —= a: independamment des valeurs des limites que nous avons deja de- 
termindes. 

Au reste ces diverses expressions peuvent Ötre considerdes comme 
etant les limites d’autres fonctions dans lesquelles le zero est remplace 
par une quantit@ tres petite. Si lon exprime par d une quantitd tres 
petite, la fontion 0“ sera la limite de la fonction d*; et celle-ci aura 
une valeur tres petite ou tres grande selon que x est positif ou nega- 
tif. Lorsque e=0, on aura d“=1. On voit de m&me que la fonction 


1 1 
est la limite de la fonction Fri 


en supposant toujours que d est une quantitd tres petite. 


0 est la limite de d’, et que 


Les fonctions «que nous venons de considerer jouissent de plusieurs 
proprietes remarquables. Elles servent translormer en fonctions expo- 
nentielles un grand nombre d’int@grales d@finies croyait irr&duetibles, 
Ainsi lon a 


dou Von deduit ce rapport assez singulier: 
= er 0”) 


N. —NX 


Oa voit par la formuie pr&c@dente, que nos expressions S’appliquent 

la theorie matl@matique de la chaleur et quelles simplilient beaucoup 

lexpression de certsines fonctions, qu’on ne savait reprösenter que par 
Crelle’s Journal d. M. Bd. X. Hit. 4. 4l 
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des integrales definies. Les formules qu’on obtient de cette manicre sont 
simples, et rentrent dans lalgebre ordinaire. Nous pensons m&me 
qui si an lieu d’exprimer les fonctions discontinues par des series infinies 
ou par des integrales definies, on les avait reprdsentdes d’abord par des 
fonetions du genre de celles que nous venons d’exposer, on aurait &vite 
beaucoup de disputes et de malentendus sur les fonctions discontinues 
dont la marche et les proprietes ne sont, en dernicre analyse pas moins 
evidentes que celles des fonetions les plus simples. Mais nos expressions 
trouveront surtout une application utile dans la theorie des nombres. Car 
elles donnent, sous formes finies et par des exponentielles seulement, la 
valeur en nombres de transcendantes numedriques, dont on connaissait 
a peine quelques proprietes, et dont on ne pouvait avoir aucune expres- 
sion generale. Drailleurs pour simplifier la question, nous dviterons les 
valeurs de 0’ que nous avons considerces au commencement de ce mü- 
moire: ce qui rendra tout a fait El&mentaires les recherches suivantes. 

Il est @evident YO=0*=0; maintenant la fonction (dans 
laquelle doit toujours un nombre entier) sera @gale zero tant 
que x restera positif, et deviendra infinie lorsque x sera negatif, Il re- 


sulte de la que la fonction 
1 


sera @gale Tunite tant que x restera entier et positif, et deviendra @gale 
A zero lorsque x sera un nombre entier negatif. 
On sait que la somme des puissances m” des racines de V‘C- 
quation —1=0, sera dgale 2 ou zero, selon que le nombre 


ınes 


” sera un nombre entier ou une fraction, Maintenant si on divise l’&- 
n 


quation proposce par on aura 

et il est clair qu’en exprimant par P,, la somme des puissauces 2" des 
racines de l’@quation X = 0, on aura 1+P,„= n, lorsque — est un nombre 


entier, et I+-P,=0, dans le cas contraire. Il s’agit maintenant d’ex- 
primer P,, generalement en fonctions des coefficiens de P’equation X = 0. 
Nous avons d&montre ailleurs *) qu’dtant donnee l’equation 


*) Memoires de math£ınatiques et de pbysique, tomel, p. 11. 
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si on exprime par S, la somme des puissances 72" de ses racines, on aura 
(4) 2) + 2, (,)) + 

(m— 3) + 0,0, m — 4. + ete.; 
dans laquelle la loi de la formation des termes est manifeste, car le coefli- 
cient 4, se forme en changeant nz en £ dans tous les termes qui pr&cedent 
(m—t)a„_,Ä,, et en &galant ü lunit@ (dans tous ces mömes termes) les 
coeffieiens numeriques m, m—1, m—.2, etc. 

Pour appliquer cette formule avec sucees dans les cas particuliers, 
il faut que les coefficiens @,, @,, @,, etc. soient donn‘s en fonction des 
exposans des puissances de x quils multiplient dans T’equation X, —=0. 
Cela est ndcessaire surtout 'pour savoir «a priori quels sont les termes de 
cette expression qui doivent s’vanouir, lorsque etant plus grand que 7, 
on aurait des termes de la forme @,„, @„_,, etc. qui manquent tous dans 
l’@quation X, —=0. Ainsi par exemple dans l’equation X 0, il est clcir 
que pour avoir la valeur de P,, il faut exprimer la condition que les 
coefliciens de X=0 sont tous &gaux A Tunite, mais quil n’y en a que 
n: c’est-a-dire (si on compare les deux equations X = 0, X, = 0), que 

=... 
et que 
Maintenant si lon fait en general 
1 

1 + 07437 ? 
on voit que cette valeur satisfera aux conditions @nonces precedemment, 
car on aura 


a 


1 


(tant que 2>p, ou meme lorsque 2 =p) et 
1 


= 


lorsque n<Zp. 
Il resulte de lü que 


1 1 —1 
(B.) 1+-P„=1—m. N) 


1 ( ( )—ete.) 


41° 


| 
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et le second membre de cette quation sera dgal ü zero ou A 7, selon 
m 
que — sera une fraction irr@ductible, ou un nombre entier. 


Ce second membre est evidemment une fonction de m et de n; si 
on le reprösente, pour abreger, par f(m,n), il est clair que la somme 
des diviseurs de 2 compris dans la serie des nombres 

a, a+?2, 


sera donnde par la suite 
xza+b+ı 


+ im, a +1) = x). 


Cette suite contient 5+1 series semblables entre elles et peut s’ecrire de 
cette manicre: 


1—m — (m—1). ( ) — etc. 
1 \ 1 1 


1 1 —1 
+ 1 —_m, 1 (m 1) + etc. 


-1— m. — (m—1). 7 — etc. 
en substituant les valeurs de F(m, a), Fim,a--1).... etc. en nombres. 
Cette dernicre formule qui, quant “a la forme, a quelque rapport avec 
l'expression de Laplace pour les nombres de Bernoulli, sert a expri- 
mer en nombres et en termes finis, la somme des diviseurs d’un nombre 
queleonque qui sont compris entre deux limites donndes; transcendante 
numerique qu’on n’avait pu, Jusqu’a present, representer d’aucune maniere 
en termes finis. Tl est elair que si au lieu de la somme, on cherche le 


nombre des diviseurs de 2 compris dans la suite 


a, at 1, arb, 
on aura l'expression 
1 


—f (m,a-+-1) (m, a+-b)= >> — Fm, x), 


qu’on pourra reduire en nombres en les valeurs de F(m, e), 
F(m,a--1) etc., que nous avons deja trouvdes. 

Pour obtenir la somme des diviseurs du nombre entier 2, qui ne 
surpassent pas r, on fera a=0, b=[r, dans la formule (P.): maintenant 
si on appelle /,(n) cette somme des diviseurs de 2 qui ne surpassent pas 
r, on sait que le problöme de la partition des nombres peut se ramener 
ala determination de /,(n). Car si l’on designe en gencral par M,(y) 
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le nombre de fois que le nombre entier y peut resulter de la somme de 
s termes de la serie des nombres naturels 
et si lon fait, pour abreger, y— = u, on aura: 


(u ‚(u—1)/ (1 A 


et comme /.(u) peut toujours s’exprimer en nombres en termes finis, en 
fesant a=0, b=s dans la formule (C.); le second membre de l’@qua- 
tion pr@cddente sera tout connu, et on aura, par consequent, lexpression 
generale de H,(y): ce qui resout generalement le problöme de la parti- 
tion des nombres, qu’on ne savait resoudre jusqu’ä present que dans les 


cas partieuliers, lorsque y et s @taient donnes en nombres. 


On sait, par le tlıeor&eme de Wilson, que le produit 
(a1) 
sera divisible par x lorsque x est nombre premier; et que cette division 
ne pourra pas s’Cileetuer dans le cas contraire, Il rdsulte de la que si 
lon fait n=/f(x), n=x, dans la formule (P.), on aura: 


1— f(x). — (a)—1). (; + =) 


/ 1 1 1 1 


et cette expression aura pour valeur x, ou Zero, selon que ——— est un 


nombre entier ou fractionnaire; ou bien (ce qui est la möme chose) se- 
lon que x est un nombre premier, ou un nombre compose. Il resulte de 
lü, que la somme des nombres premiers contenus dans la suite de nombres 
....a+b, 
sera donnde par la formule: 
1 


1 —1 


1 


| 1 
FI AA) ( — etc. 


1 


1 —1 


qui est composce d'un nombre fini de termes; car chaque serie partielle 
s'arrete nÜcessairement apres un certain nombre de termes: puisque dans 
la formule (4.) on s’arrete des qu’on trouve un coeflicient exterieur egal 
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a zero. Au reste il serait aisC de trouver une fonction discontinue telle, 
qwelle exprimät la somme des nombres premiers, compris dans la suite 
a, a+1l, ce +2, .... ca+b, 
sans quil füt necessaire d’y ajouter aucune condition: on n’aurait , pour 

cela, qu’ü faire 


- 


1 


au hieu de 


144 


dans la formule (A.). 


Si on voulait seulement le zomöre des nombres premiers compris 

dans la serie 
ao, 

on obtiendrait ce nombre en divisant par @ la premicre ligne de la for- 
mule (D.); par @-+-1 la seconde, par la troisitme: et enlin par 
a+D la dernicre. 

Si lon exprime par Z, la somme des puissances 2" des racines 
de l’equation 


il est clair qu’on aura A,„=ny", ou R,„= 0, selon que — est un nom- 
n 


bre entier ou une fraction irreductible. Il resulte de lü que si l’on fait 
le produit 
—y) (ac 


m—? 


et qu’on appelle 7, la somme des puissances =”"* des racines de l’equa- 
tion Ä,=(0, on aura 


+7 +my, 
et les nombres . etc., seront tous les Jdiviseurs de m. 
Maintenant si on veut trouver un nombre premier plus grand que 
le nombre >, on fera (dans la valeur precedente de 7,) n=1.2.3... 
...p-+1; et il est @vident que le moindre des nombres ß, Y.... etc. 
(autre que Vunit€) sera un nombre premier plus grand «que p. 


En eflectuant le produit, on trouve (en posant = D— s) 


A, 


= —y’)x —(y—y’)x' — — etc. 
= — a, etc. = 0; 
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et si on represente, comme nous l’avons dejä fait, par M,(9) le nombre 
de fois que le nombre 9 peut @tre forme par l’addition de £ termes difle- 
rens pris dans la serie 
1, 2, 3, 
on aura en general: 
Hy’ 

et en substituant successivement les valeurs de @,, a,, @,, etc. dans lrex- 
pression (#.), on trouvera generalement la valeur de 7',, et par suite on 
aura le plus petit des exposans &, ß, Y, »... eic., qui sera un nombre 
entier plus grand que p. 

Si fait y=1, dans la valeur de X, =0, on obtiendra (comme 
Euler la d@montr£): 


N) 


et partant: 
+1, ou bien 


=” tr, On voit dont que le 


selon que r est ou n'est pas de la forme 


probleme de la partition des nombres peut se r@duire assez simplement 
une suite recurrente. 


La methode que nous venons d’exposer, conduit necessairement ü 
trouver un nombre premier plus grand «u'une limite donnde; mais cepen- 
dant elle nindique pas @ priori, quel est le plus petit des diviseurs &, ß, 
y, etc.; et elle n'est pas, par cons@quent, une formule generale. Car il 
faut rdduire la valeur de 7, en nombres pour connaitre quel est le plus 
petit des nombres &, ß, Y, etc-; et par suite le nombre premier cherch£, 
plus grand que p. Cependant, on peut trouver une formule generale de 
cette espece, car si on fait, pour abreger, 1.2.3...p+1=m, et qu'on 
exprime en general par e,, la serie 


1 1 —1 
—(m—1l). 


Q 1 ( —1 1 ( —1 ) 

(que nous avons deja demontre etre egale a ou zero selon que 
n 


est ou n’est pas un nombre entier) ‚il est clair que 
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exprimeront tous les diviseurs de m. Partant si l’on suppose que e, est 
le plus petit de ces diviseurs, il n’y aura que ce nombre lü qui rendra 
positives toutes les differences 

car si e, n’ctait pas le plus petit des nombres e,, &,, &y 2... e„, dans 
la suite des diff@rences pr&cedentes, il y aurait au moins une valeur 


sative. rösulte de la que la fraction 
1 


se r@duira dans le d@nominateur a Punitd lorsque e, est plus petit que 
tous les autres termes &,, €, efc.; mais qu’elle aura au denominateur au 
moins une valeur inlinie dans le cas contraire; ce qui fera @vanouir la 
fraction. Leterme a introduit pour @viter les valeurs de e, —=1, 
e,—0; car ce terme devient infini dans ces deux cas, et fait dvanouir 


ia fraction. 
Si lon fait maintenant toutes les combinaisons possibles, on trou- 
vera la formule: 
e, 


e 


e 


m 
qui aura toujours pour valeur numerique e,, en supposant que e, est le 
plus petit des diviseurs de 77 (autres que Vunit@): e, sera toujours un 


nombre premier plus grand que >. 

La formule que nous venons de trouver peut foujours se reduire 
oeneralement en nombres en termes finis; elle ne contient que les valeurs 
de et des nombres inferieurs a ps; les quantites Em, 
sont eonnues et peuvent s’exprimer en nombres; nous les avons introdui- 
tes dans notre formule pour en abreger et simplißer l’eeriture. 
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Über eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen 


Figuren im Raume. 
(Von Herrn 4. F. Moebius, Professor in Leipzig.) 


Eu den vorliegenden geometrischen Untersuchungen bin ich zunächst 
durch einige, bei Beschäftigung mit der Statik erhaltene, an sich sehr ein- 
fache Resultate veranlafst worden. Ich fand nemlich, dafs von den zwei 
Kräften, auf welche ein System von Kräften im Raume immer reducirbar 
ist, und welche im Allgemeinen nicht in einer und derselben Ebene liegen, 
die Richtung der einen nach Willkühr genommen werden kann, dafs fer- 
ner, wenn die Richtung der einen Kralt durch einen gegebenen Punct 
geht, die Richtung in einer mit dem Puncte bestimmten und ihn enthal- 
tenden Ebene liegen muls, und dafs umgekehrt, wenn die eine Richtung 
in einer gegebenen Ebene enthalten ist, die andere einen mit der Ebene 
gegebenen und in ihr begrillenen Punct trifft. Auf diese Weise entspricht 
also in Bezug auf ein System von Krülten jedem Puncte des Raumes 
eine gewisse Ebene, jeder Ebene ein Punct, und jeder Geraden, als der 
Richtung der einen von zwei mit dem System gleichwirkenden Kräften, 
eine andere Gerade, als die Richtung der andern Kraft; und es entstehen 
somit zwischen allen Theilen des Raumes duale Verhältnisse, die im Allge- 
meinen von derselben Beschaffenheit sind, als die in neuern Zeiten schon 
öfter behandelten Dualititsverhältnisse der Figuren, nur dafs hier die be- 
schränkende Bedingung hinzukommt, dafs die einem Puncte entsprechende 
Ebene durch ihn selbst geht, und dals in jeder Ebene der ihr ent- 
sprechende Punct selbst liegt. 

Ich habe nun diese Verhältnisse, abgesehen von ihrem statischen 
Ursprunge, rein geometrisch zu behandeln gesucht, und theile, was ich 
gefunden, jetzt mit, in der Hoflnung, dafs mehrere aus jener speciellen 
Voraussetzung hervorgehende Beziehungen nicht ohne Interesse sein wer- 
den. Insbesondere dürfte die hier gegebene Construction von Polyödern, 
die zugleich in und um einander beschrieben sind, so wie das System von 
Linien, deren jede sich selbst zur entsprechenden hat, und welche bei 


einem System von Krilten die Axen sind, für welche die Momenten- 
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summe der Kräfte Null ist, einige Aufmerksamkeit verdienen. Zum Schlusse 
habe ich noch den Zusammenhang erörtert, der zwischen diesen Duali- 
tütsverhältnissen und statischen Sätzen obwaltet. 


1. Seien x, y, z und x’, y’, x’ die recht- oder schiefwinkligen 
Coordiaten zweier Puncte P und P’, und diese sechs Grölsen durch eine 
einzige Gleichung, 

mit einander verbunden. Giebt man alsdann den Coordinaten x, y, 2 
oder x‘, y‘, =’ bestimmte Werthe, so wird 7/=0 eine Gleichung zwi- 
schen nur noch drei Unbestimmten x‘, y‘, z’ oder x, y, x. Die beiden 
Puncte werden daher durch die Gleichung in eine solche Abhängigkeit 
von einander gebracht, dafs, wenn der Ort des einen P oder P’ bestimmt 
ist, der andere P’ oder P in einer damit gegebenen Fläche liegt. 

2. Werde nun verlangt, dafs die Fläche, in welcher P‘ für einen 
bestimmten Ort von P liegt, stets eine Ebene sei, wo auch P angenom- 
men werde. Zu diesem Ende muls / von der Form sein: 

wo L, M, N, O beliebige Functionen von x, y, z sind; und nach der 
Beschaflenheit dieser Functionen richtet sich die Natur der Fläche, in 
welcher für einen willkürlich gegebenen Ort von P’ der Punct P begril- 
(fen ist. Soll daher auch letztere Fläche stets eine Ebene sein, so müs- 
son Z, HM, N, O lineäre Functionen von x, y, x, und daher die Gleichung 
F’=0 von der Form sein: 
(41.) (ax tby+ez 

Die Constanten a, b, d, @', .„... als gegeben angenommen, 
entspricht alsdann jedem Puncie P ein Ebene p‘, als der geometrische 
Ort des Punctes P’, und jedem P’ eine Ebene p, als der Ort von P. Ist 


', als Gleichung der Ebene 


ferner eine lineäre Gleichung zwischen x‘, 
p', gegeben, und setzt man die CGoeflieienten dieser Gleichung den Coef- 
ficienten derselben Coordinaten in (4.) proportional, so erhält man drei 
lineäre Gleichungen zwischen x, y, z, aus denen sich letztere Goordina- 
ten, und damit der Punct P bestimmen lassen. Mithin gehört auch um- 


gekehrt jedem Puncte P’ irgend einer gegebenen Ebene p’ einer und der- 
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selbe Punct P, so wie jedem Puncte P einer Ebene p einer und derselbe 
Punet P’ zu. 


Hiernach hat man also zwei Systeme von Puncten und Ebenen, — 
das eine, dessen Coordinaten mit x, Y, 5 bezeichnet worden, und welches 
S heilse, das andere, 5’, mit den Coordinaten x‘, y’, x, — und diese 
zwei Systeme stehen in einer solchen gegenseitigen Beziehung, dafs jedem 
Puncte P und jeder Ebene p des einen eine Ebene p»’ und ein Punet 
des andern entspricht. 


Der Kürze wegen wollen wir die einem Puncte entsprechende Ebene 
die Gegenebene des Punctes, und den einer Ebene entsprechenden Punct 
den Gegenpunct der Ebene nennen. 


3. Zwischen einem Puncte und seiner Gegenebene, oder einer Ebene 
und ihrem Gegenpuncte findet demnach immer die Beziehung Statt, dafs 
die Coordinaten dieses Punctes und die Coordinaten irgend eines Punctes 
der Ebene der Gleichung (#.) Genüge leisten. Und un:gekehrt: Hat man 


zwei Puncte, durch deren Coordinaten die Gleichung erfüllt wird, so liegt 
jeder von ihnen in der Gegenebene des andern. 


Ist folglich P ein Pıumet in der Gegenebene von P’, so wird durch 
die Coordinaten von P und P’ die Gleichung (#.) erfüllt, und es ist auch 
P‘ ein Punct in der Gegenebene von P; oder mit andern Worten: Hat 
man eine Ebene p und einen darin liegenden Punet P, so liegt auch der 
Gegenpunct P‘ der erstern in der Gegenebene p’ des letztern. 


Liegen daher vier oder mehrere Puncte in einer Ebene, so müs- 
sen die Gegenebenen der Puncte den Gegenpunet der Ebene in sich ent- 
halten, und sich daher in diesem Puncte gemeinschaftlich schneiden. Und 
umgekehrt: Schneiden sich vier oder mehrere Ebenen in einem Puncte, 
so liegen die Gegenpuncte der Ebenen in einer Ebene, nemlich in der Ge- 
genebene des Punctes. 

Wir schliefsen hieraus weiter: Sind mehrere Puncte R, S, 7, .... 
zweien Ebenen p, 9 gemeinsam, liegen sie also in der Durchschnittslinie 
der beiden Ebenen, so muls auch die Gegenebene jedes der Puncte so- 
wohl den Gegenpunct P‘ der Ebene p, als den ( der Ebene 9, mithin 
die Linie P‘Q’, enthalten, d. h., liegen drei oder mehrere Puncte in einer 
Geraden, so schneiden sich die Gegenebenen der Punete ebenfalls in einer 
Geraden. Auf ähnliche Art wird der umgekehrte Satz bewiesen, dafs von 
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drei oder meiıreren sich in einer Linie schneidenden Ebenen die Gegen- 
punete gleichfalls in einer Geraden enthalten sind. 


So wie also jeder Punet seine Gegenebene, und jede Ebene ihren 
Gegenpunct hat, so entspricht auch jeder geraden Linie eine Gegenlinie 
dergestalt, dals eines jeden in der einen Linie genommenen Punctes Ge- 
genebene die andere Linie in sich enthält, und einer jeden durch die eine 
Linie gelegten Ebene Gegenpunct in der andern sich findet. 


4. Ohne uns mit weiterer Entwickelung dieser zudem schon mehr- 
fach behandelten reeiproken Verhältnisse aufzuhalten, wollen wir jetzt 
zwischen den beiden Systemen die specielle Beziehung annehmen, dals 
jeder Punct P’ des Systems 5’ in seiner dem System $ an- 
gehörigen Gegenebene > selbst enthalten ist, dafs also die Glei- 
chung (4.), da sie als Gleichung der Ebene p angesehen werden kann, 
auch dann noch besteht, wenn man z=x, y=y', s=?’ setzt. Dies 
giebt aber: 

und da diese Gleichung für jede beliebige Annahme des Punctes P’ oder 
(x’,y', z') Gültigkeit haben soll, so muls seyn: 
Hiermit zieht sich die Gleichung (4.) zusammen ine 
| — dx —dy—d'z=0, 
oder wenn wir, mehrerer Einfachheit willen, statt der Coefhicienten 2, c, «‘, 
d, d‘, d‘‘ von jetzt an a, b, c, f, g, h schreiben: 

Da, wie man leicht wahrnimmt, diese Gleichung ungeändert bleibt, 
wenn x, y, 3 mit x’, y/, x’ gegenseitig vertauseht werden, so liegt nun- 
mehr nicht allein, wie verlangt wurde, jeder Punct P’ des Systems 5‘ 
in seiner dem System S angehörigen Gegenebene p, sondern auch jeder 
Punct P des letztern Systems in seiner Gegenebene p’ des erstern. Aus 
demselben Grunde erhellet ferner, dafs von zwei zusammeniallenden 
Puncten P und P’ des einen und andern Systems auch die Gegenebenen 
zusammenfallen, wogegen im Vorigen dem Puucte (2,9, r), wenn er, als 
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dem System S’ angehörig betrachtet wurde, eine Gegenebene zukam, deren 


Gleichung 
war, und demselben Puncte, als einem Puncte des Systems S, eine Gegen- 
ebene entsprach, deren Gleichung 

Durch die Gleichung (D.) sind demnach alle Punete und Ebenen 
des Raumes in eine solche gegenseitige Beziehung gesetzt, dals je ein 
Punct und eine Ebene zusammengehören, und ersterer in letzterer ent- 
halten ist. Aller Unterschied zwischen den beiden Systemen $ und 5° 
ist daher jetzt als gänzlich aufgehoben anzusehen. 

9. Nichts desto weniger aber werden die bei der allgemeinen 
Betrachtung in No. 3. gefundenen Sätze auch jetzt noch gültig bleiben. 
ist daher » eine Ebene, und Q irgend ein in ihr liegender Punet, so ist 
auch der Gegenpunct P’ von p in der Gegenebene g‘ von Q enthalten; 
und da jetzt P’ in >, und Q in 9° selbst liegt, so liegen P’ und ( in dem 
gegenseitigen Durchschnitte von p und 9, und wir können den Satz auch 
folgendergestalt ausdrücken : 

1. Wenn von zwei sich schneidenden Ebenen der Gegenpunct der 
einen in der Durchschnittslinie liegt, so ist darin auch der Gegen- 
punct der andern begriffen; und wenn von zwei Puncten die Gegen- 
ebene des einen den andern Punct trifft, so enthält auch die Gegen« 
ebene des andern den erstern Punct. 

Hieraus folgern wir eben so, wie vorhin, weiter: 

II. Von mehreren in einer Ebene liegenden Puneten schneiden sich 
die Gegenebenen in einem Puncte, welcher in ersterer Ebene liegt 
und ihr Gegenpunct ist. 

Il. Von mehreren sich in einem Puncte schneidenden Ebenen liegen 
die Gegenpunecte in einer Ebene, welche ersteren Punet enthält und 
seine Gegenebene ist. 

IV. Alle geraden Linien des Raumes lassen sich paarweise als Linien 
und Gegenlinien zusammennehmen, und jedes dieser Paare besitzt 
der Eigenschaft, dals von allen in der einen Linie genommenen Punc- 
ten die Gegenebenen die andere Linie in sich enthalten, dals also 
jeder Punet der einen Linie die durch ihn und die andere Linie 
gelegte Ebene zu seiner Gegenebene hat, und dafs eben so umge- 
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kehrt der Gegenpunct einer jeden durch die eine Linie gelegten 
Ebene der Durchschnitt der Ebene mit der andern Linie ist. 

V. Eine durch zwei Puncte gezogene Gerade hat daher den Durch- 
schnitt der Gegenebenen der Puncte zur Gegenlinie, und von der 
Durchschnittslinie zweier Ebenen ist die Linie, welche die Gegen- 
punete der Ebenen verbindet, die Gegenlinie. 

Kine unmittelbare Folgerung aus diesen Eigenschaften der Gegenlinien 
ist noch: 

VI. Von mehreren in einer Ebene liegenden Geraden schneiden sich 
die Gegenlinien in einem Puncte der Ebene, nemlich im Gegenpuncte 
der letzteren; und von mehreren in einem Puncte zusammentreflen- 
den Geraden sind die Gegenlinien in einer durch den Punct gehenden 
Ebene, in der Gegenebene des Punctes, enthalten. 


6. Um uns diese Sätze durch ein Beispiel noch deutlicher zu 
machen, wollen wir die Gegenpuncte der drei Coordinatenebenen zu be- 
stimmen suchen. 

Die Gleichung zwischen x’, y’, =’ für die Ebene der y, z ist: 
x —=0, was auch y’ und =’ für Werthe haben mögen. Hiernach müssen 
in (P.) die CGoellicienten von y’ und x‘, und die Summe der mit x’, y‘, x‘ 
nicht behafteten Glieder Null sein; also: 

+g Ö, 
ay—bx 0, 
Jetgythzs=0. 

Multiplieirt man diese drei Gleichungen resp. mit 7, —g, a und 

addirt sie, so kommt: (af+bg+ch)e=0, also 


h 
=U, und daher 


Dies sind demnach die drei Coordinaten des Gegenpunctes der Ebene der 
y. Wir wollen ilın 4 nennen; wegen x = 0 liegt er, wie gehörig, in 
der Ebene selbst. 

Auf gleiche Art ergeben sich die Coordinaten des Gegenpunctes 
B der Ebene der z, x: 


h F 
und des Gegenpunctes € der Ebene der x, y: 
s=(, 


C 
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von denen B in der Ebene der z, x; C in der Ebene der x, y enthalten ist. 

Simmtliche drei Puncte aber liegen in der Ebene, welcher die Gleichung 

zukommt. Diese Ebene ist nach III. die Gegenebene des Punctes, in 

welchem sich die !drei Coordinatenebenen schneiden, also des Anfangs- 

punctes M der Coordinaten. Auch reducirt sich in der That, für x’ = 0, 

y'=0, die Gleichung (D.) auf fe +gy+hz=0. 

Endlich sind von den Axen der x, y, 3 resp. die Linien BC, C4, 
Ab die Gegenlinien. 

7. Die wenigen bis jetzt erhaltenen Resultate reichen hin, um 
ein System auf besagte Weise sich entsprechender Punete und Ebenen 
ohne weitere Hülle des Calculs construiren zu können. Da nemlich die 
Winkel, welche die Coordinatenebenen mit einander machen, ganz will- 
kürlich sind, so lege man durch einen Punet 4 (Taf. V. Fig. 3.) nach 
Belieben drei Ebenen &, 2, %, als Coordinatenebenen. In & und 2 nehme 
man willkürlich zwei Puncte 4 und B, welches die Gegenpuncte dieser 
Ebenen seien. Durch die Lage von # sind die Verhältnisse h:e, g:@, 
und durch D die Verhältnisse 7:2, f:b, also durch beide Puncte die Ver- 
hältnisse zwischen f, g, 7, a, b bestimmt. 

Man lege durch 4, B, M eine neue Ebene u; sie ist die Gegen- 
ebene von M, und enthält in ihrem Durchschnitte mit der Ebene y den 
Gegenpunet von Y. Man nehme daher in diesem Durchschnitte von # 
mit Y beliebig einen Punet CE, als Gegenpunet von y. Mit ihm ist noch 
das Verhältnils gegeben, in welchem e zu f oder g steht; und da so- 
mit die Verhältnisse zwischen allen sechs in der Gleichung (B.) vorkom- 
menden Constanten bestimmt sind, so muls es möglich sein, auch für 
jeden andern Punct D seine Gegenebene Ö, und für jede Ebene Ö ihren 
Gegenpunet D zu bestimmen. 

8. a. Liege der gegebene Punet D, dessen Gegenebene gesucht 
werden soll, zuerst in dem Durchschnitte der Ebenen 3 und y, oder in 
3, wenn wir, der Kürze willen, den Durchschnitt zweier Ebenen durch 
Nebeneinanderstellung der die Ebenen bezeichnenden Buchstaben aus- 
drücken. Da von £ und y die Gegenpuncte resp. B und © sind, so ist 
nach V. von der Linie ßy die Gegenlinie BC, und folglich nach IV. von 
D die Gegenebene BCD. Auf gleiche Art ist C4D oder BD die Ge- 
genebene von D, wenn D in yz oder &ß sich befindet. 
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b. Eben so erhellet, dafs, wenn der Punet D in einer der drei 
Linien BC, CA, AD liegt, seine Gegenebene durch ihn und resp. durch 
By, gelegt werden muls. 

c. Sei jetzt der Punct D willkürlich genommen. Man lege durch ihn 
und durch die drei Linien BC, CA, AB die Ebenen BCD, CAD, ABD, welche 
die Linien By, ya, « resp. in 4, DB’, C’ schneiden, so sind dies die 
Gegenpuncte jener drei sich in D schneidenden Ebenen (IV,), und folg- 
lich (111.) 4, 5’, €’ mit D in einer Ebene, welche die Gegenebene von 
D, und daher die gesuchte d ist. 

Da D selbst in Ö liegt, so hätten zur Bestimmung von d schon 
zwei der drei Puncte 4‘, D’, C’ hingereicht. Dafs auch der dritte in d 
mit enthalten ist, führt uns zu einer merkwürdigen Eigenschaft unserer 
Figur. Diese besteht, wenn wir sie etwas aufmerksamer betrachten, aus 
zwei Tetraädern 2 B’C’M und ABCD. Das erstere ist von den vier 
Flächen &, Y, d begränzt und um das andere umschrieben, weil «, ß, y, 
resp. die Puncte 4, P, €, D, als ihre Gegenpuncte, enthalten. Zugleich 
aber ist es in das andere eingeschrieben, weil 4‘, B‘, C’, M die Gegen- 
punete der Flichen BED, CAD, ABD, ABC des andern sind. Hier- 
mit haben wir also zwei Tetraöder, deren jedes in das andere zugleich 
um- und eingeschrieben ist, und wir können nun die vorhin gedachte 
Kigenschaft folgendergestalt in Worte fassen: 

Wenn von zwei Tetra@dern B’C’M und {BCD die vier Ecken 
A',b',C', M des einen in den vier Flächen BCD, CDA, DAR, 
ABC des andern, und drei Ecken, 4, B, C des andern in den Flächen 
BCM, C'MA', MA4'B' des erstern liegen, so liegt auch die vierte 
Ecke D des andern in der vierten Fläche 4’ B’ C’ des erstern, und 
das eine Tetra@der ist in Bezug auf das andere zugleich um- und 
eingeschrieben. 

d. Die Gegenebene von D kann auch dergestalt gefunden werden, 
dafs man durch und die Linien y&, #2 drei Ebenen DPy, Dya, 
Da legt. Schneiden diese die Linien BC, C#, AB resp. in 4”, B', 0”, 
so sind dies (IY.) die Gegenpuncte der 3 Ebenen, und die durch 4, B”, 
C'', D zu legende Ebene wird (IlI.) gleichfalls die Gegenebene von D sein. 

Man bemerke indessen, dafs, da die 3 Ebenen «, 2, y den Punct 
31 gemeinschaftlich haben, und sich daher die 3 Ebenen DP2y, Dya, Daß 
in der Geraden DM schneiden, die Gegenpuncte 4”, der letztern 
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Ebenen gleichfalls in einer Geraden, in der Gegenlinie von DM, liegen. 
Durch diese drei Puncte allein wird daher noch nicht die Gegenebene von 
D bestimmt, wohl aber schon durch irgend zwei derselben und den Punct 
D selbst. Da übrigens ein Punct nur eine Gegenebene haben kann, so 
müssen A’, B”’, C” mit £', B’, C’ in einer Ebene enthalten sein; und 
da erstere drei Puncte resp. in den Linien BC, C+#, AD liegen, so sind 
sie nichts Anderes, als die Durchschnitte der Seiten des Dreiecks ABC mit 
der Ebene woraus wiederum hervorgeht, dafs 4, b’, in einer 
Geraden liegen, nemlich in dem gegenseitigen Durchschnitte der Ebenen 
ABC und 

9. Wir gehen jetzt zu der umgekehrten, aber ganz analog zu lö- 
senden Aufgabe fort: Für eine gegebene Ebene d den Gegenpunet D 
zu finden. 

a. Wenn die Ebene ö durch eine der sechs Linien BC, C4#, AB, 
By, Y&, &P geführt ist, so liegt ihr Gegenpunet daselbst, wo sie resp. 
von BY, ya, »ß, BC, CA, AB geschnitten wird. 

b. Hat die Ebene Ö irgend eine andere Lage, so schneide sie die 
Linien @ß in den Puncten C’. Von diesen drei in lie- 
genden Puncten sind ABC, die Gegenebenen, deren gegen- 
seitiger Durchschnittspunet mithin (IT.) ebenfalls in ö liegt und der ge- 
suchte Gegenpunet D von Ö ist. 

Da ö und die 3 Ebenen 4’BC, ,... sich in D schneiden, so sind 
schon zwei dieser Ebenen nebst ö hinreichend, um D zu finden. Auch 
sewahrt man leicht, wie diese Construction gleichfalls zu dem obigen Satze 
von den in und um einander beschriebenen Tetraödern hinführt. 

c. Noch ein Verfahren, um für eine beliebige Ebene d den Ge- 
genpunct zu finden, besteht im Folgenden. Schneide d die Linien BC, 
CA, AD in den Puncten 4, 5”, C, Man lege durch letztere und durch 
By, ya, «ß die Ebenen B'ya, C’aß, so sind dies die Gegen- 
ebenen von 4”, 5’, C”, und schneiden sich daher in einer geraden Li- 
nie, weil 4”, B’, C' in einer Geraden, in dem Durchschnitte von ö mit 
ABC, liegen. Jede dieser beiden Linien ist mithin die Gegenlinie der an- 
dern; und da die letztere Gerade in der Ebene d liegt, sc muls der Durch- 
schnitt der erstern Geraden mit Ö der Gegenpunet von Ö sein, 

10. Dafs und wie zu einem gegebenen Tetraöder ein zweites con- 


struirt werden kann, welches in Bezug auf das erste zugleich ein- und 
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umschrieben ist, habe ich bereits in einem kleinen, im III. Bande dieses 
Journals, Seite 273 ete., befindlichen Aufsatze gezeigt. Mit Hülfe der eben 
entwickelten Theorie sieht man aber leicht, wie diese Construction sich 
verallgemeinern läfst, und wie es möglich ist: 
zu irgend einem gegebenen Polyäder ein anderes zu 
construiren, welches eben so viel Ecken und Flächen, 
als das erstere Flächen und Ecken, hat, und dessen 
Ecken in den Flächen des erstern liegen, dessen Flä- 
chen aber die Ecken des erstern in sich enthalten. 
Sei, um diese Aufgabe zu lösen, S eine Ecke des gegebenen Polye- 
ders, &, ß, Y .... seien die in S in der Ordnung, wie sie aufeinander 
folgen, zusammenstofsenden Flächen, so dafs « mit ß, ß mit Yy, ws. w. 
eine gemeinsame Kante hat. Man suche von &, ß, Y5 +»... die Gegen- 
puncte, welche 4, D, €, .... heifsen, und construire damit das Vieleck 
AbU....; dieses wird eben sein und in seiner Ebene den Punct S mit 
enthalten, da &, im Puncte S zusammentreflen. Auf gleiche 
Art construire man um jede andere Ecke des Polygons ein Vieleck. Von 
den Seiten aller dieser Vielecke wird nun jede zweien Vielecken zugleich an- 
gehören ; die Seite ZD des Vielecks {BC...., um S z. B., wird auch 
eine Seite des Vielecks um die Ecke Z' sein, wenn von der Kante des 
Polyöders, in welcher die Flächen # und ß an einander grenzen, und 
welche 5 zum einen Endpunct hat, der andere Endpunct Z’ ist. Alle die 
somit erhaltenen Vielecksilächen hängen daher als Flächen eines neuen Polye- 
ders zusammen, und dieses zweite Polyöder ist rücksichtlich des erstern zu- 
gleich ein- und umschrieben zu nennen: eingeschrieben, weil seine Ecken 
A,D, .... in den Flächen &, ß, .... des erstern liegen; umschrieben, 
weil seine Flächen BC...., etc. den Ecken S, etc. des erstern begegnen. 
Überhaupt, sieht man, findet zwischen beiden Polyödern eine solche 
gegenseitige Beziehung Statt, dafs die Ecken, Kanten und Flächen des 
einen die Gegenpuncte, Gegenlinien und Gegenebenen der Flächen, Kan- 
ten und Ecken des andern sind. Einem Tetra@der entspricht in dieser Be- 
ziehung wiederum ein Tetraöder, einem Hexa@der ein Octaeder, einem 
Dodekaöder ein Ikosaöder, und umgekehrt, einem Octaöder ein Hexaö- 
der u. Ss. w. 
11. Zur weitern Verfolgung unserer über reciproke Verhältnisse an- 
gestellten Untersuchungen wollen wir jetzt von einer mit der Ebene der y, = 


| 
| 
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parallelen Ebene den Gegenpunet zu bestimmen suchen. Die Gleichung 
einer solchen Ebene zwischen den Coordinaten x‘, y‘, z’ ist: =’= einer 
constänten Länge /, welches auch die Werthe von y‘ und #° sein mögen. 
Die Coeflicienten von y’ und #° in (D.) müssen daher Null sein; also 


Aus diesen drei Gleichungen lassen sich die Coordinaten des gesuchten 
Gegenpunctes bestimmen; es sind dies also die Gleichungen dreier Ebe- 
nen, welche sich in dem Gegenpuncte schneiden. Da nur die dritte Glei- 
chung den Abstand Z/ der gegebenen Ebene von der Ebene der y, > ent- 
hält, so gehören die zwei ersten Gleichungen auch dem Gegenpuncte je= 
der andern mit der Ebene der y, = parallelen Ebene an. Die Gesen- 
puncte aller mit der Ebene der y, = parallelen Ebenen liegen daher in 
einer geraden Linie, deren Gleichungen 
und ey—bct+h=0 
sind. Auf gleiche Art sind die Gegenpruncte aller mit der Ebene der 
s, x parallelen Ebenen in einer Geraden enthalten, deren Gleichungen 
ay—bc+h=0 und 
sind. Letztere Gerade läuit aber mit der vorigen parallel, da jede von 
beiden parallel mit der durch den Anfangspunet der Coordinaten gelegten 
Geraden ist, welcher die Gleichungen 


| und aufserdem 


er—az=0, ay—bxr=0, also auch — cy=0, 
oder, was dasselbe ist, die Proportionen 
wıyız=a:rb:c 
zukommen. Da nun die Annahme der Coordinaten ganz der Willkühr 
überlassen ist, so schlieflsen wir: 

Vl. Die Gegenpuucte von drei oder mehreren einander parallelen Ebe- 
nen liegen in einer geraden Linie, und die geraden Linien, in wel- 
chen die Gegenpuncte von zwei und also auch mehreren Systemen 
paralleler Ebenen liegen, sind sämmtlich einander parallel. 


So mufs z.B. die Gerade, welche die Gegenpuncte der mit der 
Ebene der x, y parallelen Ebenen verbindet, mit ersteren Parallellinien 
ebenfalls parallel sein, was auch eine der vorigen ähnliche Rechnung so- 
gleich zu erkennen giebt. Die Gleichungen dieser Geraden sind nemlich 

bz—cy+f=0 und 
43? 


| 
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Die allen diesen Parallellinien zukommende Richtung ist demnach 
bei jedem System von Ebenen und Puncten, die man in die gegenwär- 
tige Beziehung zu einander gesetzt hat, einzig in ihrer Art. Wir wollen 
sie deshalb die Hauptrichtung des Systems nennen. Sie ist in der Glei- 
chung (3.) durch die Verhältnisse zwischen den Coefficienten «, b, c ge- 
geben, Coefficienten, die, wenn das Coordinatensystem ein rechtwinkliges 
ist, den Cosinussen der Winkel der Hauptrichtung mit den Axen der x, 
y, = proportional sind, 


12. Nehmen wir mit dieser Hauptrichtung die Axe der x parallel 
an, so werden @ und 5=0, und die Gleichung (D.) erhält die einfachere 


Gestalt: 
(F-ey)e +gter)y —f—gy—hz=0. 


Die Gleichungen für die Gerade, welche durch die Gegenpunete der mit 
der Ebene x, y parallelen Ebenen geht, werden damit 

und 
Nehmen wir daher noch diese mit der Axe der z jetzt parallele Gerade 
zur Axe der x selbst, so werden nächst « und 5 auch noch f und g=0, 
und die Gleichung (P.) gewinnt damit folgende einfachst mögliche Form: 


h 
wo % statt des vorigen — — gesetzt worden, 


Für eine mit der Ebene x, y parallele Ebene, deren Gleichung 
‘= n, hat man hiernach yx’=#(2n—z), und folglich = 0, y=0, 
z—n, d.h. der Gegenpunct der Ebene ist, wie gehörig, ihr Durchschnitt 
mit der Axe der z. Ist aber die Ebene, deren Gegenpunct bestimmt 
werden soll, parallel mit der Ebene der y, x, und daher x’ = / ihre Glei- 
chung, so wird: ey'—/y=h(z2’—z), oder was dasselbe ist: 

d.h. y und z müssen unendlich grofs sein und sich wie Ä zu / verhalten, 
Der Gegenpunet der Ebene liegt mithin in ihr unendlich entfernt nach 
einer durch das Verhältnils #: 2 bestimmten Richtung. — Ist die gegebene 
Ebene die Ebene der y, x selbst, also /=0, so hat man blols y unendlich 
grofs zu nehmen, und der Gegenpunct liegt folglich in unendlicher Ent- 
fernung nach der Richtung der Axe der y. Letzteres flieist übrigens auch 


schon daraus, dals in der Axe der y, in welcher sich die Ebenen der 


4 
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y,z und der x, y schneiden, der Gegenpunct der letztern Ebene, der An- 
fangspunet der Coordinaten, liegt. Denn nach I. mufs dann in derselben 
Axe auch der Gegenpunct der erstern Ebene enthalten sein. — Auf gleiche 
Art findet sich der Gegenpunct der Ebene der 3, x unendlich entfernt in 
der Axe der x. 

Da nun bei dem jetzigen Coordinatensystem die Axe der = allein 
eine bestimmte Richtung hat, die Richtungen der beiden andern Axen 
aber beliebige sein können, so folgern wir: 


VII. Jede mit der Hauptrichtung parallele Ebene hat einen unendlich 
entfernten Gegenpunct; und, umgekehrt, ist die Gegenebene eines un- 
endlich entfernten Punetes mit der Hauptrichtung parallel. 


Denn nimmt man x, y, x, unendlich grols und in gegebenen Ver- 
hältnissen stehend an, so wird die Gleichung (C.): a y—bx’+ic 
= (), und gehört somit einer der Axe der x parallelen Ebene an. 

Ziehen wir eine Ebene noch in Betracht, welche parallel mit der 
Axe der x ist, und daher die Gleichung 3’ = «ay’-+-b hat. Diesen Werth 
von z in (C.) substituirt, erhalten wir 

und hieraus z=el, y=0, z=Ö, als Coordinaten des Gegenpunctes der 
Ebene. Weil y=0, so liegt dieser Punct immer in der Ebene x, r, 
wie auch die mit der Axe der x parallele Ebene gelegt sein mag. We- 


gen der Unbestimmtheit der Axe der x ziehen wir hieraus den Schiufs: 


IX. Von zwei oder mehreren mit einer und derselben Geraden paral- 
lelen Ebenen liegen die Gegenpuncte in einer und derselben mit die- 
ser Geraden und mit der Hauptrichtung des Systems parallelen Ebene. 


13. Die jetzt durch Analysis gewonnenen Sätze VII, VIIL und 
IX. lassen sich aus den früheren Sätzen L .... IV., auch durch einfache 
geometrische Betrachtungen ableiten, 


a. Danach Ill. von mehreren Ebenen, welche sich in einem Puncte 
schneiden, die Gegenpuncte mit dem Durchschnittspuncte in einer Ebene 
liegen, von welcher letzterer Punet der Gegenpunct ist, und da mehrere 
sich in Parallelen schneidende Ebenen auch als solche angesehen werden 
können, die sich in einem unendlich entfernten Puncte schneiden, so müs- 
sen die Gegenpuncte mehrerer sich in Parallelen schneidenden Ebenen in 
einer mit den parallelen Durchschnittslinien ebenfalls parallelen Ebene ent- 
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halten sein, deren Gegenpunet unendlich entfernt nach der durch die 
Parallelen bestimmten Richtung zu liegt. 

b. Da ferner von Ebenen, welche sich in einer und derselben Ge- 
raden schneiden, die Gegenpuncte ebenfalls in einer Geraden liegen (IV.), 
so müssen auch dann noch, wenn erstere Gerade unendlich entfernt liegt, 
und damit die Ebenen einander parallel werden, die Gegenpuncte dersel- 
ben in einer Geraden liegen, 

c. Man denke sich jetzt zwei Systeme von Ebenen; die Ebenen 
jedes dieser Systeme seien unter sich, aber nicht mit denen des andern 
parallel. Die Gerade, in welcher die Gegenpuncte des einen Systems lie- 
gen, heilse @, die Gerade für die Gegenpuncte des andern Systems, b. 
Da nun auch je zwei dem einen und andern System angehörige Ebenen 
sich in Parallellinien schneiden, so müssen nach (e.) die Gegenpuncte 
siimmtlicher Ebenen, also auch die beiden Geraden « und 5, in einer 
Ebene liegen, und folglich sich schneiden, oder einander parallel sein. 
Schnitten sich aber @ und in eirem JPuncte so wäre dies der ge= 
meinschaftliche Gegenpunet zweier Ebenen des einen und andern Systems. 
NMithin wären auch diese zwei sich schneidende Ebenen die Gegenebenen 
eines und desseiben Punctes /, welches nicht möglich ist. Es sind da- 
her «@ und 5 mit einander parallel, und mit ihnen folglich auch jede 
andere Gerade, welche die Ge 
paralleler Ebenen enthält. Wir nannten die gemeinschaftliche Richtung 
dieser Parallellinien die Hauptrichtung des Systems. 


genpuncte irgend eines dritten Systems 


d. Umgekehrt: Von zwei Puneten Z und D, welche in einer 
Parallele mit der Hauptrichtung liegen, sind die Gegenebenen « und ? 
einander parallel. Denn wären sie es nicht, so lege man durch B eine 
Ebene parallel mit Der Gegenpunet von mülste dann derjenige 
sein, in welchem {2° von einer durch A mit der Hauptrichtung gelegten 
Parallele getrolien wird, folglich 3 selbst. Mithin hätte 2 zwei verschie- 


dene Gegenebenen, (£ und {‘, welches nicht möglich ist. 

e. Jede mit der Hauptrichtung parallele Ebene y hat einen un- 
endlich entlernten Gegenpunct. Denn seien 4 und D zwei Puncte in ,, 
welche in einer mit der Hauprichtung parallelen Geraden liegen. Die Ge- 
genebenen « und ß von £ und B sind felglich mit einander parallel, und 
es sind daher auch die Linien @ und 5, in denen y von # und [3 geschnit- 


ten wird, zwei Varallellinien. Nach I. muls nun der Gegenpunct von y 
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sowohl in @ als in 5, und daher in unendlicher Entfernung nach einer 
durch diese Parallelen bestimmten Richtung liegen. 

Man kann hierbei noch bemerken, dafs alle Ebenen überhaupt, de- 
ren Gegenpuncte in einer mit der Hauptrichtung parallelen Ebene Y liegen, 
diese Ebene in Parallellinien schneiden; denn jede dieser Ebenen muls 
durch den unendlich entfernt liegenden Gegenpunct von Y gehen. 

J- Ist die Richtung gegeben, nach welcher ein unendlich entfern- 
ter Punct liegt, und soll die Gegenebene desselben gefunden werden, so 
lege man drei Ebenen «, 2, y parallel mit dieser Richtung, bestimme die 
Gegenppuncte 4, D, C derselben, und es wird ABC die verlangte Gegen- 
ebene sein. — Nimmt man, wie es dabei möglich ist, « und mit ein- 
ander parallel, so wird ZB mit der Hauptrichtung parallel, und es ist da- 
her ZBC eine mit der Hauptrichtung parallele Ebene. So wie also jede 
mit der Hauptrichtung parallele Ebene einen unendlich entfernten Gegen- 
punct hat, so ist auch umgekehrt die Gegenebene eines unendlich entiern- 
ten Punctes der Hauptrichtung parallel. 

Wir fügen noch hinzu: 

X. Von einem nach der Hauptrichtung zu unendlich entfernt liegenden 
Puncte U ist die Gegenebene gleichialls unendlich entfernt, hat aber 
keine bestimmte Lage und, umgekehrt, liegt von jeder unendlich ent- 
fernten Ebene v der Gegenpunet unendlich entfernt nach der Haupt- 
richtung. 

Der erste Theil dieses Satzes erhellet daraus, dafs, wenn «& irgend 
eine mit der Hauptrichtung nicht parallele Ebene, und / ihr Gegenpunct 
ist, die Linie 4U sich als parallel mit der Hauptrichtung betrachten lälst, 
und folglich die durch Z’ parallel mit & geleste Ebene die Gegenebene 
von z ist. Um sich von dem umgekehrten Satze zu überzeugen, bemerke 
man, dals, wenn & eine mit z parallele, nicht unendlich entfernte Ebene, 
und 4 ihr Gegenpunct ist, der Gegenpunct der Ebene z ihr Durchschnitt 
mit einer durch -f der Hauptrichtung parallel gezogenen Geraden sein muls. 

14. Da die Hauptrichtung einzig in ihrer Art ist, und daher in 
Bezug auf dieselbe in der Lage der Ebenen und ihrer Gegenpuncte eine 
gewisse Symmetrie herrschen dürfte, die symmetrischen Eigenschaften 
einer Figur aber sich am bequemsten durch Anwendung eines rechtwink- 
ligen Coordinatensystems entwickeln lassen, so wollen wir jetzt irgend eine 
die Hauptrichtung rechtwinklig treffende Ebene zur Ebene der x, y neh- 
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men, und zur Axe der z, wie vorhin, diejenige Parallele mit der Haupt- 
richtung wählen, welche die Ebene der x, y in ihrem Gegenpuncte trifit. 
Die Gleichung zwischen den Coordinaten x‘, y‘, z' für die Ebene p‘, 
welche den Punet (x, y, x) oder P zum Gegenpuncte hat, ist alsdann die 
bereits in No, 12. erhaltene Gleichung (C.). 

Liege nun der Punet P zuvörderst in der Ebene der x, y selbst, 

sei also s=0, und daher die Gleichung für p: 

Sie wird, wie gehörig, erfüllt für = x, y=y, :=0, und für #&’=0, 
y'—=0, “=0, d.h. die Ebene p’ geht durch ihren Gegenpunct P und 
durch den Anlangspunet M der Coordinaten, letzteres darum, weil P in 
der Ebene der x, y liegt, und diese den Punct M zum Gegenpuncte hat. 
(Vergl. 4.) Da also von jedem in der Ebene der x, y enthaltenen Puncte 
P die Gegenebene durch die ihn mit M verbindende Linie MP zu legen 
ist, so braucht man zur völligen Bestimmung dieser Gegenebene nur noch 
den Winkel zu kennen, den sie mit der Ebene der x, y bildet. 

Man setze deshalb «= rcos®, y==rsin®, x’=r’cos®‘, y'=r’cos®', 
wo also r den Abstand des Punctes ?P von M, © den Winkel von MP mit 
der Axe der x, und r‘, © dasselbe für die Projection irgend eines Punc- 
tes der Ebene p’ auf die Ebene der x, y bezeichnen. Die Gleichung 
wird hiermit: 


| 
rr'sn folelich — = —— . 

Nun ist »’sin(D’—®) nichts Anderes, als das Perpendikel, welches 
in der Ebene der x, y, von der Projection (.x’, y’) eines Punctes (x’, y‘, z‘) 


der Ebene p’ auf die Linie MP oder den Durchschnitt von p’ mit der 


%bene der x, y gefällt wird, und daher 


— — der Tangente des 
r'sın 


Winkels, welchen »° mit der Ebene der x, y macht. Diese Tangente ist 


. . .. 
aber, voriger Gleichung zufolge, = u und somit der noch zu wissen nö- 
thige Winkel höchst einfach bestimmt. 


Nennen wir demnach die jetzige Axe der x, oder die Gerade, 
welche durch die Gegenpuncte der die Hauptrichtung rechtwinklig treffen- 
den Ebenen sich legen lälßst, die Hauptlinie des Systems, und erwägen, 
dals jede darauf normale Ebene zur Ebene der x, y genommen werdeu 
kann, so können wir das erhaltene Resultat folgendergestalt in Worte fassen: 
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XI. Die Gegenebene eines Punetes enthält das Perpendikel, welches 
von dem Puncte auf die Hauptlinie gefällt wird, und macht mit der 
Hauptlinie einen Winkel, dessen Cotangente diesem Perpendikel pro- 
portional ist. 

Von allen Puncten, welche gleichweit von der Hauptlinie entfernt 
sind, also in der Flüche eines um die Hauptlinie als Axe beschriebenen 
Cylinders liegen, machen daher die Gegenebenen mit der Hauptlinie gleiche 
Winkel nach einerlei Seite. Von Puneten in ungleichen Entfernungen 
von der Hauptlinie macht die Gegenebene des nähern den gröfsern Win- 
kel, und während die Entfernung ven Null bis m das Unendliche wächst, 
»immt der Winkei von einem Rechten bis auf Aull ab. Vergl. WEIL 

Der Satz Xi. lehrt zunächst, wie, mit Alülfe der Hauptlinie, eines 
gegebenen Punctes Gegenebene bestimmt werden kann. Soll umgekehrt 
einer gegebenen Ebene p Gegenpunet zgeiunden werden, so lege man durch 
den Durchschnittspunet der p mit der Hauptlinie eine auf letzterer perpen- 
dieulare Ebene. In der Durchsehnittslinie dieser Ebene mit p wird als- 
dann der Gegenpunet von > liegen, und darin von der Hauptlinie in einem 
Abstande sein, welcher der Cotangente des Winkels von » mit der Haupt- 
linie proportional ist, 


15. Es ıst noch übrig, die zwischen Livien und ihren Gegenlinien 
obwaltenden dualen Verhältnisse etwas näher zu betrachten. in No. 5. 
VI. haben wir gesehen, dals von mehreren in einer Ebene enthaltenen 
Linien die Gezenlinien sich gemeinschaftlich in dem Gegenpunete der Ebene 
schneiden. Seien jetzt @,b,c,.... mehrere Linien, welche einer und 
derselben Ebene nur parallel sind. Man lese parallel mit dieser Ebene 
durch @,Ö,c,.... die Ebenen #,ß,'y,...., und seien 4,D,0,.... die 
Gegenpunete derselben. Da nun die Gegenlinien von 0,b,0c,.... resp. 
durch 4, B,C, .... gehen (1V.), und 4, 2,€,.... in einer mit der Haupt- 
richtung parallelen Geraden liegen (YIL.), sc schlielsen wir: 

All, Sind mehrere Linien einer und derselben Ebene parallel, so wer- 
den ihre Gegenlinien von einer und derselben Geraden getroffen. 
Diese Gerade ist parallel mit der Hauptrichtung, und trillt die Ebene 
in ihrem Gegenpuncte. 

Ist «’ die Gegenlinie von a, und legt man durch = und durch einen 


unendlich entfernten Punct -{ der « eine Ebene, also eine Ebene parallel 
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mit @’, so ist diese die Gegenebene von 4 (1V.), und mit der Hauptrich- 
tung parallel (VIII); folglich: 
Xi. Jede mit einer Linie und ihrer Gegenlinie zugleich parallele 
Ebene ist auch mit der Hautrichtung parallel. 
XIV. Von jeder mit der Hauptrichtung parallelen Geraden ist die Ge- 
senlinie unendlieh entiernt. 
Denn jede durch eine solche Gerade gelegte Ebene hat einen un- 
endlich entiernten Gegenpunet (VIN.). 


16. Eine besondere Aufmerksanikeit verdienen diejenigen Linien, 
mit denen ihre Gegenlinien identisch sind. Zu einer gegebenen Linie «@ 
wird nach VW. die Gegenlinie gefunden, wenn man von zwei durch a ge® 
lesten Ebenen z und 2 die Gegenpuncte -/ und 5 bestimmt; die Gerade 

ist alsdann die gesuchte Gegenlinie. Gesetzt nun, dafs der Gesen- 


punet „2 der einen von beiden Ebenen, «&, in @ selbst liegt, so liegt nach 


so wie der Gessenpunct jeder an- 


dern durch e zu legenden Kbene, — ın @. Mithin fällt dann die Linie 


auch der Gegenpund > von 


mit ihrer Gegenlimie st zusammien. 

Heilse eine solehe mit ihrer Gezenlinic zusammenfallende Linie 
eine Doppellin:e. Von ihr können wir vermöge L, und so- 
oteich folgende Sütze aulstellen: 

V. Von einer jeden durch eine Doppellinie gelegten Ebene liest der 
Geoenpunet in der Doppellinie, und eine Doppellinie ist in der Ge- 


:onebene eines jeden in ihr liegenden Punctes enthalten. 


“Vi. Jede in eimer isbene durch ihren Gegenpunet sezogene Gerade, 
und jede durch einen Punet gelegte und zugleich in der Gexenebene 
des Punetes enthaltene Gerade ist eine Doppellinie. 

Fegensei- 


VII. Kavgen zwei Doppellinien in einer Ebene, so ist ihr 
tiger Durchschnitt, der auch ıwmendlich entiernt sein kann, der Gezen- 
nunet der Ebene. 

Denn dieser Gezenpwnet muls nach ÄV., sowohl in der einen, als 
in der andern Doppellinie liegen. Es folgt hieraus weiter: 

AVII. Alle in einer Ebene liegenden Doppellinien schneiden sich in 
einem Puncte, und umgekehrt sind alle durch einen Punet gehenden 
Doppellinien in einer Ebene enthalten, 

indem sonst wegen XYIL, dieser eine Punet mehr als eine Gegenebene hätte. 
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17. Das System der Doppellinien erfüllt hiernach den ganzen Raum. 
Deum in jedem Puncte des Raumes schneiden sich unzählige Doppellinien, 
die aber insgesammt in einer Ebene liegen, und in jeder Kbene giebt es 
unzählige Doppellinien, die aber alle in einem Puncte zusammentrellen. 

Ist eine Zanie durch ihre Gleichungen gegeben, und verlangt man 
zu wissen, ob sie zu dem System der Doppellinien gehört, so untersuche 
man, ob die Coordinaten zweier ihrer Puncte, für z, y, s und x‘, y/, : 
in der Gleichung (C.) substituirt, der Gleichung Genüge leisten. Denn 
(2, y',x’) ist in dieser Gleichung ein Punct der Ebene, welche 
zum Gegenpuncte hat, die Linie aber, welche zwei solche Punete verbin- 
det, ist eine Doppellinie (AVL). Seien daher 


x z 


die zwei Gleichungen einer Geraden. Ein in ihr hesender Punct ist (a, 5, 0). 
Setzt man demnach in (C.) y=b, so kommt 

(c.) ey—iz=hz, 
als Gleichung der Gegenebene des Punctes (a, 2,0); und in dieser Ebene 
mufs die Linie liegen, wenn sie eme doppelte sein soll. Die Gleichung (c.) 
und eine der beiden (a@.) und (ö.) sind daher die zwei allgemeinen Glei- 
chungen einer Doppellinie. Auch kann man die Gleichung 


welche durch Elimination von x, y, aus (z.), (c.} hervorgeht, als 
die Bedingung auistellen, unter weicher die durch (@.) und (2.) ausge 
drückte Linie eine Doppellinie ist; 

Nimmt man in die zwei Puncte (z,y, x) und y‘, ein- 
ander unendlich nahe an, seizt also u 8. so geht 
über in: 

zdy—ydaıazkdz, 

Dies ist also die allgemeine Dillerentialgleichung einer Doppellinie. 
Und in der That kommt man auch, wenn man («.) oder (Ö.), und (e.) 
differentiirt, und hierauf die willkürlichen Constanten «a, Ö, © eliminirt, au! 
diese Difterentialgleichung zurück. 

18. Sei a eine Linie, welche eine von ihr verschiedene Linie a 
zur Gegenlinie hat, und A, 4 zwei in a, @’ beliebig genommene Puncte, 
so ist von A die Gegenebene 4a‘ (IV.), und daher £.!° eine Doppellinie 


44 
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NIX. Jede, eine einfache Linie und ibkre Gegenlinie zugleich schuei- 
dende Gerade ist eine Doppellinie. 

Ist ferner / eine Doppellinie und «@ eine einfache Linie, welche von 
/ geschnitten wird, so ist von der Ebene /a, als einer durch 2 gehenden, 
der Gegenpunct in enthalten Zugleich aber muls der Gegen- 
punct der Ebene /a, als einer durch a gelegten, in der Gegenlinie von « 
iegen (IV.); folglich muls diese Gegenlinie schneiden; d.h. 

X\X. Eine Doppeliinie, welche eine einfache Linie schneidet, trifft auch 
die Gerenlinie der eiufachen. 

Aus diesem Sutze, in Verbindung mit dem vorhergehenden, lälst 
sich ein merkwürdiger dritter ableiten. Sind nemlich «, 5 zwei emfache 
Linien, ihre Gegenlinien, und / eine Gerade, welche «a, 2, zu- 
gleich schneidet, so ist / wegen der Begegnung mit «e und «‘ eine Dop- 
peilime, und als solche mufs sie, weil sie 5 trifft, auch 5° schneiden: also: 

NL Hat man zwei Linien und ihre Gegenlinien, so wird jede Gerade, 
welche dreien dieser vier Linien begegnet, auch die vierte treffen. 
Vier solche Linien können daher immer als eben so viel verschie- 
dene Lagen einer ein hyperbolisches Hy»erboloid erzeugenden Gera- 


den angeschen werden. 


Gusammenhang zwisehen den bis jetzt erläuterten recipro- 
ken Verhältnissen und zwischen Sätzen der Statik. 

19. Seien, wie in Ir. 7., ©, ß, % (Fig.3.) drei sich in 27 schnei- 
dende Ebenen, #, D zwei beliebige Puncte in a, ß, und Ü ein beliebiger 
Punet in dem Durchschnitte der Ebenen y und HAB, Nach den Rich- 
tungen und lasse man zwei Kräfte wirken, die man mit und 
[AB] bezeichne. Dis Kraft [23] zerlege man nach den Richtungen MA 
und 2Y in zwei andere, IM und welches immer möglich ist, da 
letztere Richtungen und #2 in einer Ebene liegen und sich in einem Puncte 
M schneiden. Übrigens mag unter der Kralt [MA] auch eine negative 
oder eine nach /M gerichtete verstanden werden können, und Gleiches 


gelte auch von den übrigen auf dieselbe Weise bezeichneten Krülten. 
Hiermit sind nun die anfänglichen zwei Kräfte [22} und [#B] in 
drei verwündelt: [ey]; [N4}, [4B}]. Von diesen haben die beiden letz- 


ten eine durch gehende und in der Ebene enthaltene Resultante. 
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Welche aber von allen durch -/ gehenden und in HAB liegenden Linien 
die Richtung dieser Resultante ist, hängt von dem Verhältnifs zwischen den 
Intensitäten der anfünglichen zwei Kräfte [22] und [PR] ab. Wir wol- 
len daher dieses Verhältnils so bestimmt annehmen, dafs CU selbst die 
Richtung der Resultante ist; und somit haben wir die anfänglichen Krilfte 
und auf und [4C] reducirt, welches uns folsende zwei 
Sätze giebt: 

a) Hat man zwei Kräfte, deren Richtungen & 2, AD nicht in einer Ebene 
liegen, und eine Richtung #2, welche mit der einen #53 der beiden 
erstern in einer Ebene liegt, und daher mit «3 einen Punet 27 xe- 
mein hat, so ist es immer möglich, die zwei Kräfte in zwei mit ihnen 
gleichwirkende zu verwandeln, von denen die eine die Richtung «', 


hat. Die Richtung der andern geht aisdann durch den Punet 4, in 
welchem die Ebene & von der Richtung #7 vetroffen wird, und ist 
in der durch M und 4B zu legenden Ebene enthalten, 

b) Sind von den Ebenen «, 5, y die Gegenpuncte A, BD, €, und daher 
AB von &[, und AU von @Yy die Gegenlinie, so ist es immer mög- 
lich, nach den Richtungen #3 und /P zwei in solchem Verhältnils 
zu emander stehende Kräfte wirken zu lassen, dafs sie in zwei an- 
dere nach den Richtungen @y und /C verwandelt werden können. 

Haben nun die Kräfte [2%] und I{B] ein solches Verhältnis zu einander, 
so külst sich ferner zeigen, dafs überhaunt, 

ce) wenn von irgend zwei mit ihnen gle Kriiften ?? und 
die eine in einer gegebenen Ebene 5 liegt, die andere den Gesenpunct 
der Ebene trifft, 

Denn seien €’ und B’ zwei beliebige Puncte in @ß und zy. Nach 
a) lassen sich nun [aß] und !4P! in zwei andere Kräfte und 0 ver- 
wandeln, von denen, wenn, wie wir annehmen wollen, die eine () die 
Richtung C’5’ hat und daher in schneidet, die andere in der 


Ebene C’4b, also in der Gegenebene von © liest. Weil aber !zfß} und 
|4B] gleichwirkend mit und [-fC sind, und von in D’ 
schnitten wird, so ist 0° aus gleichem Grunde in der Ebene B’AC od 
der Gegenebene von P’ enthalten. Die Kraft 0° hat daher zu ihrer Rich- 
tung den Durchschnitt der Ebenen und B’AC, d. die Gevenlinie 
der Linie €'b’ oder der Riehtung von Q. 
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Sei nun von den zwei Krüften und welche mit und 
'A4B], folglich auch mit Q und (9 gleichwirkend sein sollen, die eine A 
in einer beliebig gegebenen Ebene Ö enthalten. Schneide diese Ebene 
die Linien und &y in und und werde daher von der Rich- 
tung €°D’ der Q getrotien. Nach @) geht alsdann die Richtung von #, 
durch den Punet, in welchem die Ebene ö, welche R und O gemein 
;chaftlich enthält, von 0° geschnitten wird. Weil aber 0° die Gegenlinie 
‚on ( ist, so ist dieser Punct der Gegenpunct der Ebexe d, wie zu er- 
weisen war. Wir ziehen hieraus noch die Folgerung: 


> 


Von zwei Rrälten und A‘, welche mit und oder mit P 


4 

und 2, wie j=&) und [22] von jetzt an heilsen mögen, gleichwir- 
kend sein solien, kann die Richtung der einen im Allgemeinen nach 


YWiliküuhr genommen werden. 


) Von den Richtungen zweier mit P und P’ gleichwirkenden Kräfte 
und Zr ist die eine die Gegenlinie der andern. 


Denn man lege durch #2 zwei Ebenen ö und e, deren Gegenpuncte 
und Z seien, so muls nach ec) die Krait # sowoh! durch D als durch 


” 


FE. sehen; DE ist aber die Gegenlinie von fi, Kben so erhellet 
dafs umgekehrt, wenn «’ die Gesenlinie von @ ist, sich immer zwei 
nach @ und «‘ gerichtete Krülte angeben lassen, welehe mit P und P 
oleiche Wirkung haben. 
>) So wie endlich, wenn Ü in eiuer gegebenen Ebene hegt, A den 
Gesenpunet dieser Ebene trillt, so ist auch ungekehrt, wenn /t durch 
einen gegebenen Puncet D geht, Zi m der Gegenebene des Pımetes 
enthaiten. 
Denn da 2 die Gegenlinie von R ist, so ist die durch D und 
pelegte Ebene div Gegenebene von D. 

20, Aus diesen Sätzen erhellet nun zur Genüge der innige Zu- 
sammenhang, welcher zwischen den im Vorigen behandelten Jualen geo- 
meirischen Verhältnissen und einigen ganz elementaren statischen Sützen 
Statt findet. Auch begreift man leicht, wie umgekehrt aus den Elemen- 
ten dor Statik jene rein geometrische Theorie abgeleitet werden kann. 

in Bezug nemlich auf zwei Kräfte P, P', deren Richtungen nicht 
in einer Ebene liegen, entspricht jeder Geraden eine andere Gerade der- 
sestalt, dafs sich immer zwei nach ihnen gerichtete Kräfte angeben las- 
sen, welehe mit P und P’ gleichwirkend siud. Es entspricht ferner jedem 


Puncte eine gewisse ihn enthaltende Ebene, und jeder Ebene ein in ihr 


en 


liegender Punet, so dals, wenn von zwei mit P und P’ gleichwirkend 
Kräften die eine den Punct trifft, die andere in der Ebene enthalten ist, 


und umgekehrt. 
Mit diesen rein statisch erweisbaren Sätzen sind die Begrille von 


Gegenlinie, Gegenebene und Gegenpuncet Testgestellt, und hieraus lassen sich, 


wiewir bereits in Nr. 15., 15., 36. und 18. geschen haben, die übrig 
Firenschaften dieser dualen Verhältnisse ohne Zuhulfenahme ein 
Prineips herleiten. — Im Folgenden sollen noch einige besonders merk- 
würdige Beziehungen zwischen beiderlei Verhältnissen, den goometrischen 
und den statischen, näher erörtert werden. 

21. Dafs von den Richtungen der zwei Kräfte 7, AR, welche mit 
P, P’ gleichwirkend sein sollen, die eine nach Willkühr genommen werden 
kann, gilt nur im Allgemeinen. Aussenommen sird davon zuerst alle mit 
der Hauptrichtims parallelen Richtungen, indem, wenn /? damit parallel 
wäre, die Kraft unendlich entfernt (AIV.), und daher nicht construir- 
bar sein würde, 

Um die statische Bedeutung der Hauptrichtune auszumitteln, erwäge 


ınan, dafs nach XIII, die beiden Ebenen, von denen die eine mit P und 


P', die andere mit und parallel! ist, — folglich auch der semein- 


schaftliche Durchsebinitt der beiden Ebenen, — mit der Hauptrichtung ; 


lel sind. Werden daher die vier Kräfte P, P „ fis Zi N rallel mit ihren 
Richtunsen an einen und denselben Pımet getrasen, so wird der Durch- 


schnitt der Ebenen PP’ und RAR’ gleichfalls mit der Hauptrichtung paral- 
lei sein. Alsdann aber ist, einem bekannten Satze der Statik zu Folse, die 
Resultante von P und einerlei mit der Resultante von und und 
hat mithin den Durchschnitt der Ebenen PP’ und ZT’ zu ihrer Richtune 


- 


Die Hauptrichtung ist daher in statischer Hinsicht dieienige, mit welcher 
parallel die Resultante der Kräfte P und P’ oder zweier ihnen gleichv ir- 
kender läuft, nachdem diese Kräfte parallel mit ihren Richtungen an einen 
und denselben Punct getragen worden. 

Hieraus fliefst noch auf eine andere Weise die Unmöglichkeit, A 
mit der Hauptrichtung parallel zu nehmen. Dena hätte ff diese Richtung, 
so würden # und /’, an einen und denselben Panet setragen, in dieselb: 


mit der Hauptrichtung parallele Gerade fallen, und mülsten daher in ihre: 


ursprünglichen Lage entweder aui eine einzige Kraft reducirbar, oder ein- 
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ander gleich, parallel und entgegengesetzt, d. i. ein Kräftepaar im engern 
Sinne, sein. Keines von Beidem aber ist möglich, weil P und P/ nicht 
in einer Ebene liegen sollen. 

22. Von den Rüchtungen, welche zwei mit P, P’ gleichwirkende 
Kräfte erhalten können, sind zweitens noch die Doppellinien ausgenom- 
inen, oder diejenigen Linien, welche P und P’ oder irgend zwei andere 
Kıülte und worauf P und reducirt worden, zugleich schneiden 
(six.). Denn sind $ und 5° zwei mit P und P’, also auch mit Z2 und 
gieichwirkende Krälte, so sind AR’ und auf eine einzige Kraft 
— 5° reducirbar. Dieses ist aber oilenbar nicht möglich, sobald und 
welche nicht in einer Ebene liegen, von 5 zugleich geschnitten werden. 

Die Doppellinien haben aber eine andere merkwürdige statische Ei- 
senschaft, welche daria besteht, dafs in Bezug auf jede dieser Linien, als 
Axe. die Summe der Momente von P und PP’ =0 ıst, Denn ist s eine 
Boppellinie, r eine sie schneidende einfache Linie, und r’ die Gegenlinie 
der letztern, so wird nach XX. auch 7‘ von s getrollen; nach 19. f. aber 
lassen sich P und 2° in zwei nach r und r’ gerichtete Kräfte A und A 
verwandeln. Da also die Jüchtungen der und von s zugleich ge- 
{rollen werden, so ist für s als Axe das Moment von Il sowohl, als von 
— 0, also auch die Summe dieser Momente =&, folglich auch die Summe 
der Momente der damit gieichwirkenden Kräfte P und P=0. 

unter allen in einer Ebene liegenden Axen ist daher für diejeni- 
sen, welche den Gegenpunet der Ebene treilen, und unter allen durch 
BEN Punct gehenden Axen für diejenigen, welche zugleich in der Ge- 
senebene des Punctes liegen, die Summe der Momente = 
Für iede audere dureli den Punet geleste Axe ist, wie ich hier nur hi- 
storisch erwäbne, die Mementensumme dem Sinus des Winkels propor- 
tional, welchen die Axe mit der &egenebene des Punctes macht; am sröls- 
ton also für diejeiwge Axe, weiche auf der Gegenebene normal steht. Die 
Ileinste unter allen grölsten Momentensummen kommt aber derjenigen 
Axe zu, welche mit der Hauptlinie des Systems (14.) zusammenfillt. Man 
verolejche deshalb das am Ende von Poinsot’s Statik befindliche Me- 
moire sur la composition des momens et des aıres. 

23. Werden zwei nicht in einer Ebene enthaltene Kräfte P, P’ paral- 
lei mit ihren Richtungen an einen Punet verlegt und dann zu einer Kraft 
/ vereinigt, so entsteht durch diese Verlegung eine Kräftepaar U, —T, 
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welches in Verbindung mit 7’ dieselbe Wirkung, als P und I”, hervor- 
bringt. Legt man nun in der Ebene von /,— U durch den Punet 7), 
in welchem die Ebene von 7 geschnitten wird, eine beliebige Gerade, so 
wird diese die Kräfte 7, U, — U immer zugleich treffen. In Bezug aut 
eine solche Gerade ist daher die Summe der Momente von —/, 
—(), mithin auch die Momentensumme von P und P=0, folglich die 
Gerade eine Doppellinie (22.) und der Punct D der Gegenpunet der Ebene 
von U, — UV. Wie also auch die Kräfte ?, P’ in eine einfache Krafi 
ınd ein Paar verwandelt werden mögen, so trilit erstere die Ebene des 
Paares stets in ihrem Gegenpunete. Auch ist die Richtung der ersteru 
Kraft immer der Hauptrichtung varallel, da, wenn 7, U, — U an einen 


Punet getragen werden, U und sich gegenseitig aulheben und nun 
Z als Resultante übrig bleibt. Verel. Nr. 21, 
Ein Kröitepaar kann man, ohne seine Wirkung zu ändern, nicht 


nur in seiner Ebene beliebig verlegen, sondern auch in jede andere Jdami 


parallele Ebene bringen. Verlest man daher das Paar U, — U aus seiner 
anfünglichen Ebene in eine damit parallele, so muis auch letztere kiben« 


von 7' in ihrem Gegenpuncte geschnitten werden, in Ubereinstimmung 


Kbenen in eine: 


mit dem Satze (VIE), dals die Gegenpuncte paralieler 
mit der Hauptrichtung parallelen Geraden legen. 

24. Ich müfste den Leser zu ermüden fürchten, wolite ich noch 
von allen übrigen im ersten Theile dieser Abhandlung enthaltenen Sützen 
die entsprechenden statischen Theoreme in Betracht ziehen. Ich besnüs« 
mich daher, äuf den XX\i. Satz noch aufmerksam zu machen, welcher, 
statisch ausgedrückt also lautet: Sind zwei Kräfte gleichwirkend mit zwei 
andern, oder — was bier auf dasselbe hinauskömmt, — 

Sind vier Kräfte mit einander im Gleichgewicht, so trillt jede Ge- 
rade, welche den Richtungen dreier derselben begegnet, auch die Nich- 
tung der vierten. 

Dies folgt auch höchst einfach aus der Theorie der Momente. Denn 
in Bezug auf eine Axe, welche die Richtungen von drei Krälten trillt, 
ist das Moment jeder dieser Krüfte =0. Da nun die 4 Kräfte im Gleich- 
vewicht sein sollen, und mithin die Summe ihrer Momente für jede Axe 
null sein muls, so muls in Bezug auf jene Axe auch das Moment der 
vierten null sein. Dieses ist aber nicht anders möglich, als wenn jene 
Axe die Richtung der vierten ebenfalls schneidet. 
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25 
ıapport sur deux memoires de Mr. I. Liouville, 
ayant pour titre: 
Mcmoires sur la determination des int@grales dont la valeur est algebrique. 
Navier et Poisson, vapportenr, 


Commissaires M. Lacroir 


(Suivi d'une note de M. Liowville sur Yobjet des deux m&mboires. ) 


Es formules differentielles dont on connait, sous forme finie, les intc- 
grales indelinies, se reduisent aux fractions rationnelles, a un petit nombre 
de formules que Fon rend rationnelles par des transformations tres simples 
et ü quelques autres que lon ramene des diffÖrentielles integrables 
la manicre des monomes, par le procdde connu de YintÖgration par par- 
tie. Ces integrales ont donndes par Leibnitz et les Bernoulli, des 
lorigine du calcul integral, Leurs successeurs se sont ensuite beaucoup 
oceupes des formules qui se prösentent apres celles lä, dans lordre appa- 
rent de simplieite et partieuliörement des formules qui comprennent larc 
dellipse, auxquelles Legendre a donne le nom de fonctions elliptiques, et 
dune autre sorte d’expressions connues sous Ja denomination de difiÖren- 
tielles bDinomes, que Von ne sait intcprer que dans des cas frös particu- 
liers. Des efiorts nombreux et varics nayant conduit decouyrir aucune 
nouvelle integrale indefinie, il y a Jieu de croire que les intcgrales dont 
on s’est tant occupe, nm’existent pas sous forme finie, Toutes fois, nous 
ne connoissons encore aucune formule dillerentielle pour laquelle on ait 
d“montr“ Vimpossibilit@ de son intcgrale exaete; et, cependant, ce genre 
de propositions negatives serait le complöment des methodes du caleul 
integral, car, ce qu'’on peut demander, e’est d’obtenir les integrales, 
quand elles existent, ou de siassurer rigoureusement quelles n’existent 
pas. La remarque sapplique aux equations dil/örentielles: le nom- 
bre de ceelie que Ton sait intcgrer sous forme finie, sans le secours des 
intÖgrales delinies, est extremement limit‘; et, ncanmoins, il n’y a aucune 
quation difiörentielle dont on soit certain que son integrale est impossible. 
Mais, ce qui peut paraitre singulier, on est plus avance ü cet Ögard, par 
ranport aux Cquations aux dilierences partielles, quoiqu’elles soient d’une 
nature plus dlevce que les simples dquations dilierentielles. Laplace a 


donnd pour integrer les equations aux dillerences partielles, Iincaires et 


| | 
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du 2' ordre, une methode dont le caractere particulier est de faire con- 
naitre lintÖgrale generale, toutes les fois quelle existe sous lorme finie. 
ou de prouver quelle n’existe pas, ce qui a lJieu plus souvent. 

Dans les deux mcemoires que Liourille a envoyes ü lacad- 
mie, il siest propos@ de determiner les cas ou les dillvrentielles aleebriques 
admettent ou n’admettent pas des intcgrales alschrismes et de trouver ces 
integrales, quand eiles existent, par un procede direct et uniforme. Mais, 
lorsquune formule donnee n’admettra pas une intÖgrale algebrigque, il n’en 
faudra pas conelure que son integrale soit impossible sous forme linie. 
car, indpendamment des expressions algcbriques, entieres ou fraction- 
naires, rationnelles ou irrationnelies, cette forme comprend encore les ex 
ponentielles et les loparithmes, et ae les ionetions trieono- 
mötrigques et les arcs de cercie que Von sait translformer en exponen- 
ticlles et en logarithmes imaginaires. Üest de cette maniere, par eXem« 
pie, que les fractions ratiomneiles sont toujours intÖorables sous forme 
finie, tandis que leurs integrales ne sont alg“briques que quand leurs 
nominateurs ne renferment «que des facteurs multinles. En se bornant 

considcrer les intÖsrales als@briques des formules di/!Örentielles dont i! 
sest occupc, M. Liowrille n’a done pas complotement le probleme 
de la vossibilit© ou de Limpossibilitö absolue de leur intÖoration sous formt 

nie: mais ses recherches, dans une maticre Jıfficile et importante, nous pa- 
raissent diones de lattention des scometres et nous allons en rendre compte, 
wtant quil sera possible de le faire sans le secours des notations als@briques. 


,;auteur PPOSe, d’abord, ce au est towours nossible, quon 


transforml difförentielle algebrique en une autre, 01: tous les exposang 
de la variable sont entiers et positifs; ıı appelle ensuite irrationnelle de 
premiere espcce, toute fonetion alg-brique dans laruelle les radicaux Dor- 
tent sur des fonetions rationnelles; ıl nomme de mÜme i’rrationnelle di 

espece, toute ue dans laruelle les radicaux Dor- 
tont sur des vwantit@s rationnelles ou sur des ’rr ınelles de premier: 


et ainsıi de suite. Leauteur fait vor aiscment la forme la plus 
sencrale dune irrationnelie de premicre espcee, est Ta somme d’un nombre 
«melcongue de termes, dont chacun est une fonetion entiere divisce par le 
produit d’une semblable fonetion et d'un radical portant sur une troisicme 


fonetion enticre, et il determine. de möme, la forme la rlus scndrale de 


charmıe ESPECE d irrationnelles, CGela etont,  eonsidere senarement cha- 


| 
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que terme d’une diflerentielle exprimee par une irrationnelle de premiere 
espece; puis il d@montre que son integrale algebrique, si elle existe, ne 
peut renfermer d’autres radicaux, que celui qui est contenu dans le terme 
dont il sagit. En ellet, en @galant la differentielle de cette int“grale, 
la diilörentielle donnce, on aura une @quation, au moyen de laquelle on 
pourra liminer de lintÖgrale un des radicaux difförens de celui qui se 
trouve dans la difiörentielle; en diflerentiant de nouveau lintegrale, apres 
cette premiere Climination, et ©galant le resultat la ditl@rentielle 
on obtient une nouvelle equation au moyen de laquelle on peut <liminer 
de lintegrale un second radical; et ainsi de suite, jusquü ce qu’on en ait 
fait disparaitre tous les radicaux difiörens de celui que renferme le terme 
diiicrentiel que Fon considere. Cela fait, on trouve aiscment, quabstrac- 
tion faite de Ja constante arbitraire, lintögraie de cehaque terme d’une 
irraiionnelle de premiere espece, ne peut qu’un polynome divisö par 
le vroduit d’un autre polynome et du radical contenu dans le terme donne; 
en sorte que Ja question est determiner ces deux polynomes 
a prouver qguils mexistent pas. Liauteur, aprös avoir donn“ la demon- 
stration que nous venons dindiquer, fait voir quelle s’etend aux irration- 
neiles des ordres superieurs au premier, et qu’on peut toujours determiner 
la forme la plus gcncrale de leurs intcgrales, si elies existent algebrique- 
ment. On peut ajouter quune serie d’eliminations, pareille a la prece- 
dente, servirait aussi a faire disparaitre les exponcentielles et les ionctions 
trigonomctriques, sil en existait dans lint“grale d’une difi@rentielle algc- 
brigue; dou il resulte, que ces transcendantes ne sauraient entrer dans 
lintcgrole d’une semblable differentielie; mais le raisonnement ne 
sapjpligue joint aux logarithmes, et aux arcs de cercle isoles, qui disparais- 
sent deux memes par la dillörentiation; et, en ellet, les integrales connue3 
de la plupart des dillerentielles algebriques, renferment des logarithmes 
ou des ares de cercle isoles, c’est-a-dire, multiplics ou diviscs par des 
uantites eonstäntes, 

M. Liouwelle ayant done reduit Tintegration sous forme algebrique, 
de chaque terme d’une irrationnelle de premiere espcce, ü la determina- 
tion de deux polynomes de degres inconnus, Hl siest ensuite occupe de 
cette determination. 

Dans un premier cas, il demontre que ces polynomes n’existent 
pas; ensorte que Vintegrale de la difl@rentielle dennde, qui eomprend, par 


| 
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exemple, les fonctions elliptiques de la troisiöme espece, est impossible 
sous forme algebrique. Dans un second cas, les deux polynomes se rö- 
duisent & un seul; et Fauteur montre que ce polynome unique doit satis- 
faire une quation di!FErentielle donnde, et du premier ordre, 
dou il rösulte quil est toujours facile de le determiner ou de sassurer 
qwil n’existe pas, non plus que Tintegrale algebrique de la formule pro- 
posce. Ce second cas comprend les fonetions elliptiques de la premicre et 
de la seconde espece; et il eut &t@ ü deösirer que M, Ziowuritle les eut ehoi- 
sies pour exemples de lapplication de sa möthode, ce qui laurait, sans doute 


conduit prouver limpossibilit@ de ces ionctions sous formes alg“briques, 


auleur sappercevra aussı alse meit les demonstrations rela 


ves u ces deux premiers cas, pourraient Ötre un peu simplilices, sans s'ccar- 
1 


ie passer au cas poncräl, hau 


ter des vrineines quil a suis. Avant « 
i 


teur considere encore un cas particuher dans sont commnrises les 


di rentieiles binomes. Venant au cas val, aont Laute 1) 
iaıt de ne s Occuper guapr avoir speciıalement ! 


rıtaient une altention montre que ıintograle d 


send comme dans ie second «de ia dun GI, 
une guatlon rentielie, iincalre ei du ’EINIer orare ODIOHM 
est toujours iacıle de rosoudr: dont on eur MICH! 


ımiosstbilite, 


ielle est ı anaiyse du premieT de ie 
Ie /» dernier et daus annoncaıt de: tonsıon 


donnerait a ses recherches dans un mÖmoire subscauent. 

mie a recu, en eilet, un second memoire de lautcur sur le mÖme sujet 

dans une de ses dernicres scances et a 
rendre compte, 

Ge second memoire est divis@ en deux parties: dans la premiere, 


i auleur se PYOPOSEe de resoudre ce »robi: me: donnee U} eotuafıon 


dijjerentielle, lineaire et d’un ordre gnelcongue, dont les coäffte. 
des fonctions entieres, determiner les int srales particulieres de cett: 
equation, peuvent Etre exprimees par des jonetion 

tıeres ou fractionnaires, ou sassurer gue leyuation donnee n’admet pa 


dıntegrale de cette forme. Cette «mestion ne vrdsenterait aucune difli- 


ceulte, si Fintegrale demandce devait une fonetion entiere; mais elle 


devient beaucoup moins facile, quand il dune fonction fraetionnaire, 
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dont les deux termes peuvent ctre des polynomes de desr@s inconnus. 
MM. en donmne la solution dans le cas d’une &quation difförentielle 
du premier ordre; il la resout encore dans le cas du second ordre; ce 
ui eXi ors une discussion minutieuse des diverses eirconstances qui 


‚euvent se prösenter. Cette discussion s’etendrait et se compliquerait en- 


core davantage dans le cas du 3"" et deviendrait, peut-tre, impraticable 


sour les dumations dillörentielles des ordres superieurs. Aussi, Vautenr 


sest=-il bernd ü considlrer les equations diiiörentielles du premier et du 

second ordre et siest-il contente diajouter que la methode qwil a suivi 

nviendrait egalement aux aufres equations; ce que nous croyons, en 

[3 


‚ quant aux principes de cette methode et sauf la complication crois- 
sante des ealculs qui peut tenir, au reste, ü la nature mü&me de la question. 

Dans la seconde partie de son nouveau M. Kioxvi!le con- 
une dil!rentielle rationnelle par rapport a la variable independante, 
et ume lonction implieite de cette variable, donnce par une 
algcbrique dun degre quelconque dont les coefhcients sont des fonctions 


-ationnelles de cette möme variable. Il d@montre, par les considÖrations 


osces au commencement de ce rapport, que son integrale 


eue. si elle existe, ne peut contenir d’autres irrationnelies «me les puis- 


sanees de la fonetion implieite d’un degre inferieur celui de 


donn il veste done seulement “ determiner les coefliciens de ces di- 
puissances qui peuvent des fonctions fractionnaires de la varia- 
bie ı ndante,. fait voir que ces inconnues doivent satisfair: 


un nombre (gal d’equations difförentielles, Iincaires et du premier ordre, 
ut reduire par Tclimination de toutes les ineonnues, meins une, 

une de lordre marque par leur nombre et dont tous les 
nt des fonetions rationnelles et enticres. Ce r&sultat s’etend era 

joment aus integrales algÖbriques des formules diiferentielles exprimces par 
des irrationnelles de premiere espece ou dune espece quelconqgue relative- 


et. de cette maniere, lintecration sous forme algcbrigue des dillü- 


ment ; la variable independante, et a une ou plusieurs fonctions 


entielles alelbriemes eonsiderdes sous le point de vue le plus göncral, se 
trouve ramemce Ja solution du probleme dont Tauteur seest occup« dans 
sremiöre partie de son second memoire. Si done on regarde ce pro- 
me comme resolu, les möthodes de M. Ziowrille appliquces a une 


ventielle alscbrique proposee. ceonduiront toujours son integrale algc- 
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brique ou ü la consÖquence certaine que la differentiellc 
pas susceptible d’une pareille integrale. 

Nous pensons que les deux memoires de ce jeune geometre 
connu par d’autres travaux, meritent Tapprobation de lacadcmie; et no 
proposons d’arröter quils seront imprimes dans le vecueil des 
etrangers. 

a la minute: Navier, Lacroix et Poisson, rapyort 

L’acad“mie adopte les conclusions de ce raypport. 


Gertili« 


Di IK ILUC. 
Paı ir. Jt { rıs 
7 4 14 F 
„ ei ie 3. 18555 ont O8 
4 
/ 
4 77 
Fi 
Le ranmnort de lournit une luce vecnerale de 


d’y joindre cette courte note dans laquelle je traiterai 


tıons dont je ne SuiS Ott outeio:s ne dans K 


present cerit un sımpie extrait des memoires dont jai fait mention 

a lheure. Desirant au contraıre eviter un double emnloi. 


aftache presenter icı ma theorie d'une maniere nouvell 


son ensemble, au moins dans ses details, et ıy ai mem 


additions qui me sem! 


ent utiles, Jentre en maticre. 


(} i} 
r 
’ 
{ 
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IE, 

Soit y une Sonetion algebrique, explieite ou implicite, de la va- 
riable independante x. On peut toujours regarder y comme la racine 
dune &qyuation algCbrique de la forme: 

l. yt— 
I... MH, N designant des fonctions rationnelles de x; et il est dgale- 
ment permis de supposer Fr quation ( 1.) irr@ductible, c’est-ä-dire telle 
gjue y ne puisse raeine d’aucune autre rationnelle de degre 
moindre. Gela pose, on veut obtenir lintegrale [y dx toutes les fois que 


cette mtegrale est exprimable algcbriquement. Or Abel a d@montr@ dans 


le journal de M. Crelie (tome IV., page 264) un thforeme general sur la 
forme dont Liniegrale d'une fonction algebrigue quelcongue donnde est 

ceptible, en supposani cette integrale exprimable par des functiens 
Igebrigues, logerlihmigues et elliptigues. Si Von restreint ce tlı@or&me 


en 


au cas parlicuber dont il siagıt ici, on verra quil peut s’@noncer de 
manicre suivante: 


TIhcoreme. ©: Sıntegrale [ydx est exprimable algebriguement, 
/ / 


Iivax = 
( 


"lais les deux quantitcs y et Ctant Iiees entr’elles 
(1.). il resuite des principes de l’Algehre: 


ar Veruation 


r 


existe un dacteur rationnel y), entier par rapport 
ei tel que le produit 


se reduise une simple fonetion rationnelie de x, dou ıl swt que 
valeur de /ydx, savoir 


— Fon) Finn win, 


g(z,y) w(x,y) 


peut toujours cfre mise sous une forme enticre par rapport « y, et quil 
est permis de poser en consdquence 


Ctant des fonctions rationnelles de x. 


=. Que la valeur de /ydx ayant dte Cerite ainsi sous forme en- 


tiere, on peut en climiner, au moyen de l’@quation (1.), toutes les puissances 


| 
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de dont lindice est superieur dl de mäniere reste sımple- 
ment une Ögalit© de la forme: 


Ainsı Von a ce beau theoreme: 


[4 x y® 7» 7 
sa valeur sera de la jorme 
.... A etant des fonctions rationnelles di r, ct u 
le degre de l’equation irreductible (1.) dont y est la racin: 


Puisque l’öquation (1.) est irr@duetible, si lon designe par F, G, .... H 
des fonetions rationnelles de x, on ne pourra avoir 
Ay 
moins qu’on nmait identiquement !=0, G=0,.... H=0: sans cela 
en eflet, serait racıne d’une equation de Ce qui est conire 


ihypothese. En pärtant de ce principe, on determine aisement les coel 

hıcıents rationnels ß, 0, OU du moms on reussıl da PTOUYe 
qwils n’existent pas. 


Dilferenciant en eflet V’equation (2.). nous obtiendrons: 


da 4 do 
L’@quation (1.) diflerenciee fournit d’autre part: 
dL dN 
dy 


dx 
(comme on la vu pour celle de [ydx) sous une forme enticre par rap- 


La valeur de etant une fonetion rationnelle de x et y peut Ötre mis. 


port ü y: effectuez ensuite le produit 


+@— 


et chässez en, au moyen de Tequation (1.), toutes les puissances de 


dont lindice est egal ou superieur a 2: par lı vous donnerez A ce Dro- 
Juit la forme. 
Ey”, 
D IE: etant des fonctiens rationnelles de 2. 
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par rapport aux Inconnues Y A, et dans lesquelles 


D’apres eeia Formation (3.) peut derite ainsi: 


+1+5b| +D + 


et lon en conelut: 


Z+0=0, .... — +E=(0. 


Ces Equations sont en nombre & egal ü celui des inconnues; et celles- 
ei doivent avoir des valeurs rationnelles, toutes les fois que Sydx est une 
quantite algebrique. Tout revient done ü resoudre cette question: Efent 
donne un systeme de equations lineaires du premier ordre, a coäffi- 
cients rationnels, contenant w inconnues, trouver les integrales particu 
lıeres exprimees par de: Jfonctions ratıonnelles de x, gul satisfont a ces 
eguations, OU prouver quıl n’existe pas de telles integrales. Gette ques- 
tion une fois resolue, il est elair «que le probläme @nonee en tcte de la 
presente note, n’ollrira plus aueune diffieulte. En effet, ou Ton obtiendra 
pour &, A des valeurs rationnelles convenables, et on aura 

ou Ton demontrera que ces valeurs rationnelles n’existent pas, d’oüu Ton 
conchura que Nintögrale /ydx mest pas exprimable sous forme alge- 
brigque. Cette question importante de lintegration des @quations lindaires 
en quantites rationnelles, est resolue daus mon second memoire, mais il 
me serait impossible de dövelopper ici la methode dont jai fait usage, 
Seulement jen donnerai plus bas un exemple tres simple. 
IV. 

Il est nccossaire de demontrer que nos @quations ne rentrent pas 

les unes dans les autres, cest-a-dire que si par exemple Climine £, 


Y A, Fequation Iinale en &, obtenue par cette @limination, ne sera 
jamais identique. En ellet si une pareille eirconstance pouvait se presen- 
ter, le nombre des Cumations deviendrait inf@rieur a celui des inconnues, 
et notre miethode se trouverait en defaut. Mais on peut prouver que cela 
n'a jamais lieu. La demonstration dont il s’agit, n’ayant point inserc 


dans mon mdmoire, je crois devoir la transcrire ici. 


n entre pas. 
dy\ do | di | 
{ 
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Je vois d’abord que chacune de nos Cquations contient une senl. 


des diflerentielles etc.; car les quantites designdes par les leitr. 
A, b, C, ete. sont independantes de ces diflerentielles. Tel est le cara 
tere propre des equations que nous considerons; caractöre sur lequel j 
vals miappuyer, pour prouver qu’en eliminant on ne fom 
bera pas sur une identite, 

Il sufüt, pour etablir cette proposition, de considÖerer le cas parti 
culier ou il y a quatre inconnues &, 2, Y, 0; car la marche du caleu!l 


la möme, lorsque le nombre des inconnues est plus considörab 


Dans le cas particulier dont nous parlons, les valeurs de 


ro sont comprises dans la [orme un peu plus Eon: rale que voicı 
+ 


P, P', ete. designant des quantitcs rationnelles en ces covflicients | 
vent ötre nuls, mais non pas indetermines ou infinis. Cela pose, voici 


juelle marche on pourra suiyre pour climiner /, 


L’elimination sera toute date 
qui pourra arriver dans certains cas partieuliers. Alors » sera donn 


par l’equation 
da 


da 
qui ne peut jamais identique. 


Si les quantites R, S, Z ne sont par toutes les trois nulles, si 


par exemple est different de zero, differeneions la premiere des dtmations 


(4.) et remplacons, dans le second membre de leg 
dp dy do 


ainsi obtenue, par leurs valeurs: substituons en outre, 


de ö, lexpression @quivalente 


1 P+-0a+h 545; 


da 


et faısons Ja m@me substituiion dans la seconde et la troisicme di 


: 
( 
| 
ve 
= 
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tions (#.): il est clair que par ces op£rations, nous formerons trois egali- 
tes de la lorme: 


d’a - 


dy „de 


les coeflicients P,, ete. sont des quantitcs rationnelles en x qui peu- 
vent tre nulles, mais non pas infinies ou indetermindes, 

SilonaR,=0, 5,=0, lelimination dont nous nous occupons 
est terminde, puisque & se trouve fournie par V’equation 

— P. 

da“ dx 
qui ne peut jJamais identique. 

Sı les quantites R,, 5, ne sont pas toutes deux nulles, si S, par 
exemple n'est pas =0, diflerencions premiere des @quations (5.), puis, 
dß dy 


aprcs la diflerenciation, remplacons 


par leurs valeurs; substituons 


en outre au heu de Texpression Equivalente 
1 ’+T, 
yz=- 


d 


de 


dx 


et Saisons la meme substitution dans la seconde des @quations (9.). Nous 
obtiendrons ainsi deux @quations nouvelles: 


[ 7) d« d’a 
da? de 
0 4 — — 


dans lesquelles P,, P/, ete. sont des coefficients rationnels «ui ne peu- 
vent pas infinis ou indetermines. 
Si lon aR,=0, notre elimination est achevce, puisque & doit sa- 
tisfaire a Vequation non identique 
d’« d @ 
== P, - T,— 
d: 2 + 
Mais si A, niest pas —= 0, il faut la premiere des @quations (6.) 
. d > 
et remplacer ensuite —- par sa valeur, et 5 par lexpression 
d’a 
| 


dx“ 
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Gela conduira a une cequation definitive de la forme: 


74 P 


,, (),, etc, etant des fonctions rationnelles determindes de x. Üette equa- 


> 


tion est V’equation finale en et il est Evident qu'elle ne peut jamais etre 


identique, puisque le coeffieient de est Punitd, 


Hl est aise de voir que ia marche du ealeul restera la m&me dans 
le eas general OU ya ımconnues, iımale en & ne sera 


yamais identique. Cette equation finale est gcencralement de Vordre mais il 


est bon d observ er que dans certaın elie sabaisse un ordre moımdre 


\ 


est par exemple ce qui arrive quand Tequation (1.) se reduit 
une “quation ü deux termes de la forme 
NY — 0 


ie x. Je vais examiner en detail ce ea: 


etant une fonction ratıonnelle « 
particulier. La valeur de y est alors et la quantit@ auwil saeit 


diintegrer est Or si lon pose 


puis si Ton diflerencie cette cgalite, et quapres avoir remplact — par 
sa valeur IN 
d da 


on egale a zero les coetlicients des diverses puissanees de y, r@unies dans 


!e premier membre, on obtiendra 


SZ 
rl PP \ 
AN 
- 
az * 
4 
u N 
ı 
/ 
IA 
\ 
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La premiere de ces “quations nous donne 

constante. 
Gelles qui contiennent Y, Öy +... A prouvent en outre que lon peut prendre 
Pour le faire voir, consid@rons par exemple 
“quation ou entre Y, savoir 


dN 
12 
Comme elle est du premier ordre, on peut lintegrer, et il vient 
N? 


Mais cette valeur devant ©tre rationnelle, il est clair que la con- 


stante arbitraire © doit ötre nulle, d’ou Von tire y=0. On prouvera de 


möme que d=0,....A=0. 
il resulte de cette discussion la valeur de OU piutot ch 
[vN.d ne peut “tre que de la forme 
dx = vN+ constante, 
tant une fonction rationnelle de x quil faut determiner. 
v1. 
Pour cela jobserve etant une fonction rationnelle de x, si 


lon represente par son denominateur et par son numerateur, Pet U 


des fonetions enticres, on aura 


do 
) 
c'est - = dir: 
VN=— 
V [ 
en posant P’.O=7. De möme il viendra 
P /} 
v1 vI 


pourvu on represente par une seule lettre 5 le produit RP. Drapres 
cela, on obtiendra 


= f — = — + oonstante, 


vıA vi 
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une fonction rationnelle determinee par Tegalıte 
/j f} 7 
ui sc deduit de la precedente par la dillerenciation, 


Maintenant je dis que 9 est non seulement une fonetion rationnelle 


mais möme une fonction entiere de x. En eflet sı 9 m’est pas un poly- 


noime entier, on pourra toujours exprimer par le «quotient de deux lone- 
\ 

tions entiöres X et F, dest ü dire faire d=—, la fraction — etant re- 

duit> « sa plus simple expression. Pour prouver que 9 est un polynom 

tier, sullit de faire voir que ne contient pas la variable x, ou en 


dautres termes, que nul facteur Iincaire x a ne peut diviser 
est POS ıble. X ull lacteu; nire 1015 UullS Ul 

en COnscauence 

d 
tant une fonetion entiere non diyisibk: par MODNITER (u 


cette hypothöse conduit a une absurdite. 


On en conclut en eflet 


wur 
u 
w 
er 
un 
m 


La iorme de cette equatıon prouve que 4 7 doit etre divısıbie 
\ 


ar 2--@5; et comme il est evident que ce binome ne peut diviser nı 


ni Z, il en resulte qu'il doit diviser 7. Pour fixer les idces, supposons 


qu'il le divise 7 fois, et faisons 


d’ou: 


rm d 
£ et —— leurs valeurs dans l’cqu 


Substituons au lieu de 


la ensuite par (x-+«)”, et il nous sera aise de Iui donner la forme 


z \ v AZ dh m\ \ZR 


Ur cette dernicre egalite est evidemment absurde; car, pour quelle put 
subsister, il faudrait que le produit XZR fut divisible par x +e, et cela 


IN 17, 
{ \ da dl 
{ \ N 
“A 
— (X Ü J ® Li 
ı 
dx 
atıion UlVISON!: 
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na pas hieu puisque le facteur premier «-+-a ne divise aucune des trois 
quantites X, Z, A. Done F ne peut pas contenir x: done # est une 
fonction entiere,. Ainsi me voila conduit ce theoreme: 
Thceorcme. Si leguation 


de u "dx 


5 
n'est salisfaite par aucune valeur entiere de #, lintegrale [Y N.dx 


pas exprimable algebriqguement. Et dans le cas contraire, on a 
V 

« vi 
vi. 
A la seule inspeetion de Tegalite 
f* —— constante, 
V 


il est aisc de comprendre que, toutes les fois qu’elle a heu, le polynome 
entier 9 est diun degre superieur d’une au degre de P; en sorte 
que sı P/ est, comme nous le SUPPOSCTONS, du degre n—?, h) ne peut 
“tre que du degre 2— 1. On se convainera de la verit@ de cette propo- 
sition, si Von developpe les deux membres de l’@quation en series ordon- 
nces suivant les puissances de x, et si lon observe que les premiers termes 
de ces series doivent ©tre les memes de part et d’autre. Il resulte de li 
que pour savoir si l’@quation dont il s’agit est possible, il sufüt de faire 


puis de substituer ces valeur dans (7.) et de chercher sil y a moyen de 
satisfaire ü cette Cquation, en determinant convenablement les constantes 
: C, D. 

l,a rögle commode a laquelle je viens d’arriver pour integrer la 


quantit@ dillerentielle Y.Y.dx, quand la valeur de est algcbri- 
que, se trouve dans mon premier memboire. Je Tai decouverte dans l'ori- 


sine par des caleuls beaueoup plus composes. Elle me semble ötre de- 

montree ici d’une maniere extrömement simple; et je erois qu’elle pourrait 

“tre introdwite dans les cours en dans les traites elementaires de caleul 


integral, d’autant plus que le theorcme etabli la fin du No. V, peut 
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d@montr‘ tout de suite par des considerations direetes dont le 


est suffisamment indiqu@ dans le rapport de M. Poisson. 


VII. 


principe 


Revenons l’@quation 


dd 
dx 


afın d’examiner d'une manicere generale dans quels cas elle peut 
satisfaite par une valeur entiere ded. D’abord si le desr« deP est » 


on a vu que le degr@ de sera Par consequent on aura “ 


177 


— ) 


I faut done deduire de T’equation (7.) la valeur de et 


sıl est possible. 


Or on a: 


Si lon differencse cette et «me dans le 


x . de 
place, apres la dilierenciation, 7, par la valeur que nous venons d 


second membre on 


rem- 


on trouyera pour 12* une valeur de la iorme 
dx 
U 
Ein dillerenciant de nouveau, il viendra semblablement 
d 
d 
et en general | 
da / J | (7 
Il est aıse de trouver p„ et me En eflet on peut iormer la vaieur de 
de deux manieres quı doivent mener au mÄeme rdsultat: la pre- 
micre consiste a prendre 
/m-pı) 
et la seconde, ü differencier d’abord 7m, ce qui donne 
> 
dr+tı d + dpm dm 


puis a remplacer 7, par sa valeur. En operant ainsi. on demontre a; 
( r 

sement que doivent satisfaire aux Cquations aux diffÖrence 
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m 
d1 
__deıp 
dx 
| 


398 28. J. Liouville, integrales dont la valeur est algcbrique. 


melees: 


+ 


Les valeurs de p,„ et 9, sont ainsi determindes par Ja double condition 


/m 
de satisfaire aux Öquations que nous venons d’ecrire, et de se r&duire, 
AT 
quand on y fat nmel, ap = 
sultent de ce que 


dx 


En partant de la on obtient: 


Je dois faire observer que les hmites r=?, r= m relatives ü la somme 
Z, indiquent que doit prendre successivementt r=), 
Jusqu’a 7 = m inclusivement, de telle sorte que l’on aurait 


+ fm). 


Lorsque m = 1, cette somme doit regard@ee comme =0. Je n’entre 
pas dans les details du ealeul par lequel on arrive a nos formules gend- 
rales: la raison en est qu’on peut tout de suite verifier leur exactitude 
a posferiori; mais je remarque que lorsque Ton y pose nm =n, la se- 
conde se simplifie. En effet puisque P est, par hypothese, un polynome 
entier du degrc n— 2, ma d""P=(, et il reste seulement 


(Pro) 
dx 


En adoptant ces valeurs de ?,, 9,, NOUS aurons 


dT 
dam 
— —r Ppnme 
dx 
aT | 
| 
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done zcro, ıl nous viendra 
f} 7 
P} 
Pr 


Mais cette valeur de 9 ne peut etre admise qu autant quelle fonr- 
nit reellement pour 9 une valeur entiere de desrde 2— 1. Om a par con- 
sequent ce theoreme: 

7 heoreme. lc guantıte nest pas un entıer 


Pr 
desre leguation (7.) na dınt: rale entiere, et par suilfe 


(3 
guantire | N.dx pas exprimable alge briguement. Et dans 
cas on a I = et 
Pr 
N\de=— constante, 


w 


Ge dernier theoreme renferme implicitement tout ce qui est relatif 

aux fonetions irrationnelles de premiere espece. Quant YintÖgration des 

fonctions algebriques en general, je renverrai ü mes deux mdmoires qui 

doivent Ötre Imprimes dans le recueil des savents etrangers et dans le 
32°" cahier du Journal de TEcole polytechnirue. 


Paris, 1° Mars 1833. 


1 
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Discours 
prononce aux funcrailies de M. Legendre, 


par M. Poisson, president du bureau des longitudes. 


Messie urs, 


Lorsque nous perdons un de nos confreres les plus avaneds en äge, nos 


regrets sont adoueis par la pensce quil a moins souffert ü ses derniers 
moments, et quaflaibli par les annces, il s’est dteint sans douleur. Cette 
consolation nous manque aujourd’'hui: la maladie qui a termind les jours 
de M. Legendre dans sa 81° annde, a Ct@ longue et douloureuse; mais il 
en a supporte@ les souffrances avec courage et sans se faire illusion sur 
leur fatal issue; avec une resignation que devaient lui rendre bien diffieile, 
le bonheur quwil trouvait dans son intcrieur, et les soins et les vocux dont 
il Ctait entoure. 

Notre confrere a souvent exprimc le dösir qu’en parlant de lui, il 
ne füt question que de ses travaux, qui sont, en eflet, toute sa vie. Je 
me conlormerai religieusement a sa volonte, dans cet hommage «ne je 
viens rendre, au nom de lAcademie des Sciences*) et du Bureau des 
Longitudes, au geometre illustre, au doyen de la science, dont le monde 
savant va pleurer la perte. Habitu@ A l’ötude de ses ouvrages, la täche 
qui m’est imposde, me sera facile a remplir; en parlant devant vous, Mes- 
sieurs, je ne craindrai pas d’entrer dans des details ou vous ne trouverez 
que des citations pour eCloges. 

M. Legendre debuta dans la carriere des sciences par un de ses 
plus beaux Memoires. Depuis peu de temps, Lagrange avait soumis au 
calcul la question importante de lattraction des spheroides, deja traitde 
synthetiquement par Newton et Maclaurin. Sans eraindre que ce grand 
analyste eüt Epuise la maticre, M. ZLegendre choisit cette m&me question 
pour le sujet de ses premicres recherches: elles furent heureuses; et la 


reduction en scrie, dont il fit usage, donna naissance a des theoremes 


”) En Tabsencee de M. Araso, actuellemant a Metz, pour les examens dont 


il est charge, 


29, 
| 
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qu’on a tendus ensuite, mais qui sont encore ü present la base de la 
theorie gendrale laquelle on s’est @leve. Le travail du nouveau geome- 
tre fut apprecie alors comme il devait l’ötre: dans lannde 1783, ou les 
sciences perdirent Euler et Dalembert, il ouvrit aM. Legendre les por- 
tes de cette Acad@mie des Sciences de Paris, sı fameuse en Kurope, et 
dont il comptait encore parmi nous quatre de ses anciens confreres ”). 
Le second Mömoire de M. Legendre eut pour objet une question non 
moins importante et qui etait lice a celle dont il s’etait dabord oceupe: 
ıl y donna la premiere et la seule solution direete, connue jusqu’a pre 
sent, du problöme de la figure d'une planete homogene et supposce Auide; 
et bientöt apres il @tendit ses recherches au cas general d’une planete 
composce de couches heterogenes. A la Öpoque, il lut a V’Acade- 
mie un Memoire sur le calcul aux differences partielles, dans lequel il ex- 
pose plusieurs moyens dint@gration, qwil applique a difl@rents exemples,. 
Ayant pris part a une operation astronomique, qui avait pour objet de lier 
le meridien de Paris a celui de Greenwich, il fut conduit & s'oceuper di 
questions de trigonometrie; et la science y gagna un thecoröme d’une 
grande utilit@, sur la mesure des triangles tres- peu sphöriques, tels que 
ceux qui sont traces a la surface de la terre. Fes Memoires de la pre- 
miere classe de lInstitut renferment aussi dautres recherches de M, Le- 
gendre, velatives aux triangles spheroidiques, qui ont de Vou- 


vrage sur le calcul d’un arc du meridien, publie en commıun avec Delambre. 


L’Acad@mie des Sciences de Berlin proposa pour sujet de prix, la 
question du mouvement d’un projectile dans lair; M. Legendre coneourut, 
et le prix lui fut decerne. Si jajoute encore que notre confrere est au- 
teur d'une methode pour le calcul des orbites des comctes; que 
que les sciences d’observation sont redevables d'une regle de caleul 
quil a nommee Methodes des moindres carres des erreurs, et dont La- 
place a montre tout lavantage probable sous le rapport de la preeision 
des r£&sultats; si je rappelle les nombreuses recherches qu'il a faites, A dif- 
ferentes Epoques, sur deux sortes d’integrales delinies, nommees par lui 
integrales Euleriennes; si je dis, en outre, quil a coopere au caleul des 
grandes tables de logarithmes, construites sous la direction de M. Prony, 
il y a pres de 40 ans, et toujours restees inddites; et si je uomme enfin 


*) MM. de Cassini, de Jussieu, Desfontaines et Tessier, 


| 
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ses de Geometrie, ou lauteur a remarque, le premier, un genre 
d’egalit“ dont la consideration, negligee jusque lü, &tait necessaire pour 
rendre completes les demonstrations qu’on suivait depuis Kuclide: vous 
trouverez sans doute, Messieurs, que tous ces titres justifient pleinement 
le rang elev@e que M. Legendre oceupait dans les sciences. Cependant, 
je n’aurai pas encore parl& des deux genres de recherches qui ont ete 
pour lui un objet de predilection, sur lesquelles il est tant de fois revenu 
pendant sa longue carriere, et qu'il a terminees par deux grands ouvrages, 
ou sont rÖunis en corps de doctrine, tout ce qu'il a fait et tout ce que 
nous savors sur la theorie des nombres et sur la theorie des fonctions 
elliptigues. Les questions relatives aux proprietes des nombres, isol@es 
de toute applieation, n’ont qu’un seul attrait, ü la verit@ bien puissant sur 
les math@maticiens: lextreme diffeult@ qu'elles presentent, et que notre 
confrere a souvent vaincue, en prenant pour modeles, dans cette partie, 
les deux grands gcometres qui lui inspiraient le plus d’admiration, Euler 
et Lagrange. Le Traite des fonctions elliptiques renferme des tables num£- 
riques de ces qnantites, calculees par l’auteur et qui seraient, ü elles seules, 
un travail immense. Depuis long-temps, il n’y avait que lui qui s’occu- 
pät de cette thöorie, lorsque M. Abel et M. Jacobi montrerent, ä leur 
debut, qu’on pouvait encore, apres Jüuler et apres M. Jıegendre, faire des 
decouvertes capitales dans sa science cherie. Vous n’avez pas oublie, 
Messieurs, «uel bonheur il en eprouva; avec quel abandon, avec quelle 
effusion il lexprimait: cette science, ou ses deux jeunes @mules Font suivi, 
il en parlait comme d’une creation qui lui apparaissait toute nouvelle. 
Toutefois il ne resta pas en arricre de leurs travaux; et quoiqu'il füt alors 
presque octog@naire, le troisicme volume de son ouyrage, publi@ depuis 
moins d’un an, coztient toutes leurs deceuvertes et les developpements 
quwil a su y ajoute». Cette satisfaction d’avoir trouvd deux successeurs 
dignes de lui, ne fut pas long-temps complete; les sciences perdirent M. 
Abel, bientöt apres qu'il se fut fait connaitre. 

M. Legendre a eu cela de commun avec la plupart des gdometres 
qui Pont preeede, que ses travaux n’ont fini qu’avee sa vie. Le dernier 
volume de nos Memoires renferme encore un Memoire de lui, sur une 
question diflicile de la theorie des nombres; et peu de temps avant la 
maladie qui la conduit au tombeau, il se procura les observations les plus 
röcentes des comctes courtes p@riodes, dont il allait se servir pour ap- 
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pliquer et perfectionner ses me&thodes. C'est une chose bien digne de re- 
marque, et aussi, bien consolante, de voir que quand les forces physi- 
ques nous abandonnent, les forces intellectuelles conservent encore toute 
la vigueur necessaire pour s’occuper de speeulations diffieiles. L’histoire 
des sciences en offrait dejü plusieurs exemples: dans un äge presque egal 
a celui que M. Legendre a atteint, Lagrange est mort en publiant une 
seconde edition de la Mecanıgue analytigue, double de la premiere; La- 
place, en achevant le cinquieme volume de la Mecaniyue celeste; et Euler, 
a la fin d’un calcul sur la force ascensionnelle des ballons, qui oceupaient 
alors le public et les savants. 

Telle est l’enumeration des travaux de tout genre qui ont rempli, 
sans aucune interruption, la vie enticre du geometre c@l&bre dont la perte 
vient encore s’ajouter a toutes celles que lInstitut a faites pendant lan 
deruier. A un intervalle de moins d’une annde, Üuvier a ete enleve 
aux sciences naturelles, et Legendre aux sciences math@matiques; la 
mort, dans sa cruelle quite, a frappe au faite les deux divisions de no- 
tre Acad@mie. 
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30. 
Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. 


(Fortsetzung des Aufsatzes No.1. im ersten, No. 10. im zweiten und No. 18. im dritten Hefte dieses Bandes.) 


(Von dem Herrn Dr. Stern, zu Göttingen.) 


Viertes Capitel. 


Summirung der Kettenbrüche, 


32. 


Die Frage nach der Summe oder dem Werthe eines gegebenen Ketten- 
bruchs kann nur dann besondere Schwierigkeiten darbieten, wenn dieser 
Kettenbruch ein unendlicher ist. Die Werthe endlicher Kettenbrüche findet 
man durch Reduction nach $.5., daher sind letztere von den folgenden 
Untersuchungen ausgeschlossen. Es sollen ferner nur solche Kettenbrüche 
betrachtet werden, deren Zähler und Nenner ganze Zahlen sind, da alle 
übrigen Kettenbrüche *) auf Kettenbrüche dieser Art zurückgeführt wer- 
den können ($. 18.), und zwar wird stillschweigend angenommen, dafs 
die Theilnenner, den ersten etwa ausgenommen, alle positiv sind ($. 19.). 
93. 

Um aber Bunkelheiten und Widersprüche zu verhüten, ist es hier, 
wie bei den Reihen, nöthig, den Sinn des Wortes Summe und die Be- 
deutung des convergirenden und divergirenden Kettenbruchs ge- 
nauer zu bestimmen. Es wurde früher gezeigt ($. 28.), dals man statt 
eines jeden Kettenbruchs a,,) auch 

schreiben kann. Setzt man zur Abkürzung 

so ıst 

F(a,a„) =atr+r+nr+.... 

It nun dieser Ausdruck so beschaffen, dafs er niemals über alle Gränzen 
hinaus wächst, so viel Glieder r, r,, 735 »... man auch zu dessen Bil- 
Juns anwendet, sondern im Gegentheil immer zwischen angebbaren end- 
Echo Gränzen enthalten ist und sich einem bestimniten Werthe unbe- 


Wolern sis aus rationalen Grülsen gebildet sind. 


eriinzt nähert, so heifst der Kettenbruch em convergenter, und diese: 


bestimmte Werth heifst die Sumine des  Wrüchst abeı 


der Ausdruck über jede angeblsare Gränze hinans, wenn 


man nur eine hinläneliche Anzahl von Gliedern zu dessen Bildung anwendet, 


so heifst der Kettenbruch ein divergenter In diesem Sinne hat also 


ein diverventer Kettenbruch keine Summe. Wurde man dasesen unter 


Summe eines Kettenbruches nur einen Ausdruck verstehen, aus welchem 
sich durch gewisse Operationen dieser Kettenbruch entwickeln Tülst, in 
welchem Sinne das Wort oft in Rücksicht auf Reihen schraucht wird. 
so wurde der diversirende Kettenbruch eben so wohl 
sirende eine Summe haben können. Ein solcher Ausdruck soll aber im 


Yolsenden nicht die Summe, sondirn die erzengende Function des 


Ketienbruchs heilsen. 


Ein Kettenbruch (a, :a, --b,:2,ete.). ın welchem 


nur positive Größen vorkommnen, ist immer Setzt man 


b 
— so ıst eine positive Grölse, also —, und dJa= 
her b, se mehr Gin der man zur anwendet. 
> <a. — 
desto nöher kommt man dem wahren Werthe, und es ist leicht zu bestim- 
men, wie weit man in der nühernden BErrechnung vorgeschritten ist 


ein Thal //a,.« eines Kettenbruchs 1.) 


SO auch deı ganze ‚ettenbrüuct, nn C5 SC: die 

des Arttenbruchs 4,5 so xann man statt den 

enusichen 2 0,27, setzen, dessen Summe 


durch Keductien seiunden werden kann. Hieraus iulet, wenn die 


ersten Theilzäbler eines Kettenbruchs positiv oder nezativ sind, yon einer 


sewisseon Grünze an aber nur positive Theilzäbler vorkommen, der Bruel 
convergirt. tin solcher Kettenbruch hat mit einer Beihe Ahnlichkeit, die 
anfanıs wenig, danm aber schnell convergirt. Wendet man zur nähernden 
Berechnung nur die ersten Glieder an, so kann man sich sehr weit vom 
wahren Wertlie entiernen. Geht man aber in der nühernden Berechnung 
weiter jort, so dafs man auch einen Theil des Kettenbruchs zu 
nimmt, in welchem alle Theilzähler positiv sind, so wird man dem wah- 
ren Wertbe desto näher kommen, je mehr Theilbrüche man zur Berech- 
Crelle's Jonroal d. M. Dd. X. Dit, 4. 48 
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nung anwendet, und zwar werden alsdann die Resultate abwechselnd 
kleiner und grölser als der wahre Werth sein. 
95 

Sind alle Theilzühler negativ, so wird der Bruch convergiren, wenn 
jeder Theilnenner «@, grölser ist als der dazu gehörende Theilzihler 5,. 
Denu es sei der Bruch 7a, @„4,) = (a—b :a, 
seben; man betrachte einen beliebigen Theil desselben: 


Ist nun allgemein so ist: 


Um 
und führt man auf diese Weise fort, so findet man 
7 
a, elc, 
4 
also Fia—b,:a, —b,:a,...., . Der Kettenbruch ıst also zwischen 


zwei ansebbaren Gränzen ein schlossen. d.h. er convergirt, und ist einer 
positiven Grölse gleich, die zwischen @« — I und « liegt. Nur in dem be- 
sonderen Falle, wenn jeder Theilnenner den dazu gehörenden Theilzähler 
um eine Einheit übertriit, d.h., wenn allgemein ist, ist der 
Werth des Kettenbruchs genau @—1. Denn er ist alsdann = 


b 
ben so hat IMNan aber auch sub- 


stituirt man daher allmilig diese Werthe der Einheit, so findet man 


und daher ist der anzezebene Bruch = «2 —1. 


ri” 


Wären einige der Theilzähler positiv, so würde die Convergenz 


noch deutlicher sein, und zwar brauchte dann der zum negativen Theil- 


zähler 2b, gehörende Theilnenner «,,, auf welchen ein positiver Theilzäller 
bus, folgt, nur = b,, zu sein, denn es wäre schon in diesem Falle 
b ı+1 und — f tı > 

woraus das Ubrige wie früher folgt. Man sieht 


zugicieh, dals der positis 
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Theilzähler b,.;, auch eröfser wie @,.,, sein darf, nur müssen die Theil- 


nenner erölser als die Kinheit sein, denn wäre = 1, so würe 


b,r ‘. 
,,. ein ächter Bruch und — bn 
96. 


Kettenbrüche, in welchen auch negative Theilzähler vorkommen, 
wenn sie überhaupt convergiren und allgemein @,—>5,-+-1 ıst (oder wenn 
b, positiv ist, auch 2,>a,), haben eben sowoh! wie RKettenbrüche mit 
nur positiven Theilzühlern die Eigenschaft, dafs man sich dem wahren 
Resultate desto mehr nähert, je mehr Theilbrüche man zur Berechnung 
der genäherten Resultate anwendet. Denn man bemerke, dals auch ın 


diesem Falle Zühler und Nenner eines spüteren Nüherungswerthes bezüg- 
lich gröfser sind als die eines früheren, in Zeichen «a, a, > 1%, @, 

2141 nimmt man nemlich an, es sei wirklich 0, >a,@, ,, 
hat man 0,95, = ($. 6.) Gilt das obere Zei- 
chen, so ist an und für sich klar, dals «, &;,,>a,e, ist, gilt aber das 


untere, so dais Ö,,, negativ ist, so hat man nach der Voraussetzung 


der Zübler des Bruches — — oder a,«, =aa, —bÖ,*) erölser als oder 
a 

a,a (da ist), also allsoemein « Man könnte eben 


so beweisen, dals überhaupt und weil 


Am Qı+,5 So hat man auch > Am, da 0 
ist. Bieraus kann man wie in $&. 11. beweisen, dals 
kleiner ist als Sa, @„)—f"(a,a,), woraus die Wahrheit unserer Behaup- 
tung folgt. 

Durch diese Eigenschaft werden aber diese Brüche keinesweges 
zur nühernden Berechnung eben so tauglich wie die Brüche mit nur posi- 
tiven Theitzühlern. Bei letzteren nemlich sind jede zwei auf einander Tol- 
vende Nüäherungswertbe abwechselnd größer oder kleiner als der wahre 
Werth des Kettenbruchs, mithin gehören die ersten Zillern, die beiden 
vemeinschaftlich sind, sicher auch dem wahren Werthe an, wodurch man 


*) In dem besonderen Falle, wenn a=1 und a, =b,-F-1 wäre, hätte man 


aa,—b,=a, alsdaun könnte man zeigen, dals a,a, >a,a, ıst 
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ein bestimmtes Maals für den Grad der erhaltenen Annäherung hat. Wäre 
dagegen z.B. der convergente Kettenbruch 
mit durchaus negativen Theilzählern gegeben, so würden alle Nüherungs- 
werthe erößser als der walıre \Verth sein, und man würde daher von 
keiner Zitier mit Bestiinmtheit anzeben können, ob sie dem wahren \Yerthe 


ausehörte,. Denn setzt man zur Abkürzung 


2 
da 37,, DI, u.s.w. positive Grölsen sind ($.55.), also 
{ ) 
Az a, — 


U, 
Man kann aber in diesem Valle zu jedem Näherungswerthe noch rineu 


anderen Druch finden, welcher kleiner als der walıre \Wertli ist. so dals 
dieser wieder zwischen zwei Gränzen eingeschlossen ist, und daher die 
nühernde Berechnunsz eben so sicher wie bei den Rettenbrüchen mit nur 
positiven Theilbrüchen angestellt werden kann. Denn da Z, 2, ZZ, 
1.8. w. echte Prüche sind, so hat man 


> 1 a, — 11, 
Ziiel n, von »ruchen 
a, 


semein sind, zchören ziso auch dem wahren Wertbe an. Die Brüche 


, — Könnte man zur Unterscheidung mittel- 


bare hüherungswerthe nennen, 


4 


his sei z. B. der \nettenbruch etc.) ... 


($.48,.) gegeben; die Theilnenner sind sänmtlich größser als die ents;:re- 
chenden Theilzähier, daher convergiet der Bruch, und man findet: 


N iherunrswerlle., Mıtieibaäre Näherunesw 
‘7 { 


- 
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Näaherungswerthe, Mittelbare Näherunzswerihe. 


I.) 
3740) 4/0 = 
Ilieraus folgi < 0% 
tanel>>t), 


es ıst also bestimmt FRI. , und man bat auf diese Weise 


den Werth des Kettenbruchs schon auf 5 Dezimalstellen genau sefunden, 


„cr W erth ist T: be den isetllenbru- 
chen mit blos negativen Theilzühlern die Niüh« runsswertho sümmitlich srö- 


iser als der iwruhre Ketienpruci sind. Könnte man auch aus he VOol- 


— [) )° 


sen. Man schreibe denselben auf folgende Weise 


so ist 


wo das obere oder untere Zeichen zu nohmen ist, je nachdem die Anzahl 
der Theilzülbler b, ungerade oder gerade ist, jedem Falle ist 
also Fa, negatıvr oder da aus 


positive Gröisen sind ($. 55.), 
VWüren die Theilzühler alle negativ, und nicht allgemein 0, > 
so würde daraus noch nicht folgen, dafs der Kottenbruch zur Berechnung 
untauglich wäre, sondern ım Gegentheil, wenn auch unter den ersten 


Theilzüblern manche die entsprechenden Yheilnonner übertrelen, sobald 


sie nur von irgend einem b, an gerechnet, sümmtlich kleiner als die ent- 
spreehenden Theilnenner sınd, so wird der Bruch von dort an nach 8, 55., 


- - 


und daher auch der ganze Kettenbruch nach $. 54. convergent sein; wenn 
daher auch die ersten Glieder keine genügende Jiesultate zur nähernden 
jerechnung bieten, so ann man doch so viel Theiibrüche zu Hülle neh- 
men, dals auch ein Theil der auf folgenden sich darunter beilindet, 
und so mit Hüife der mittelbaren Näherungswerthe immer Grünzen Iin- 


den, zwischen welchen das wahre liogt, Iheraus folrt, jeden 


| 
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Kettenbruch zur nühernden Berechnung tauelich ist, bei welchem die 
Theilzähler einen beständigen Werth haben, während die Theilnenner 
ins Unendliche fortwachsen, weil man, wie erofs auch der Werth der 
Theilzähler angenommen wird, immer an einen Theilbruch kommt, von 
welchem an gerechnet, die Theilzähler kleiner als die Theilnenner sind. 
Dies ist z.B. der Fall bei dem Kettenbruche 


— ($. 48.). 
Setzt man /==), so ist 
< 
Der erste Theilzühler ist sröfser als der Thheilnenner, die übrigen Theil- 
züller aber sind sämmtlich kleiner als die entspreci enden Thbeilnenner, 
daher wird sich der Bruch 1—% sehr weit vom wahren Resultate ent- 


fernen, je mehr Theilbrüche mau aber zur Berechnune anwendet. desto 


näher kommt man dem wahren Resultate. Fängt man die Rechnung an, 


so findet man 


swerthe. Mittelbare Näherungswerthe. 
| 0,3333333 1 — 4 
— = — 
> 
_ — — 1 — — 1,0000909 
1t 
— ... — — — ().9159563 
+1 119 s 


Hieraus lolst 


0,01550F48 
taı 0.4153398 
also 
ang 
wahre Wertl ist 


39 
Nach den Kettenbrüchen mit blofs negativen Theilzählern werden 
noch diejenigen besondere Berücksichtigung verdienen, bei welchen die Theil- 


| | 
_—— 
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Kettenbrüche. 


zühbler abwechselnd Br oder negativ sind, die also durch 


I(a,a a—b,:a, 


m, 


angedeutct werden können. Zur Convergenz 


by, .. bezüglich nicht gröfßser als ,, 


nei h, Toiser als U oo... SCil \ 


runsswerthe 


dem Kettenbruche immer näher 


ist nur erforderlich, dafs 5,, 


.... sind, dagegen kön- 


($S.55.); sollen aber die Nühe- 


kommen. so muls 


werden die zwei ersten Nüherunsswerthe Ze, - 
a, 
Pa klein: die ZWEI tolsenden ais der wahre rth sein 
a, 
und uberhaupt werden diejenigen erımgswerthe, welche 2 
ten, sröfser als der wahre Werth sein an den iKetten- 
bruch auf Weise: 
so ıst allvemiein 
nachdem / zeräde oder ungerade ist. Daher wird 
ten und ‚umileil. sechsten und siehe nten Ss, 
en h: anWenduen, Wici ZU isch ii ZWei St AN: 
werthen immer der wahre Werth liegt: will man dagegen alle UNSS- 


dritien und vierten u. s. w. einen mittelbare: 


are 


enthalten. so 


4 


und es würden alsdann die NKäüherun: 


zähler entliiclien, was man wieder aus der 


der Rettenbruch in der Forni / 
mülste Ö,, 65, ws. w. kleiner a 
sswerthe Kl 
Kettenbruch sein, je nachdem sie 45, 45 -H1, 


\ Nüherun: rsyerth einschalten. 


der gsrölser als der 
oder 45-7. Thail- 


Formel 


| 
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= H am. —b, dur... 
An»Q,,@ 
ableiten kann. Man muls auch hior wieder eine ähnliche Bemerkung machen, 
wie in (2. 58.), dafs nämlich der Ixettenbruch zur Berechnung tauglich ist, 
wenn auch nur ven einer vewissen Gränze an die Theilzühler kleiner als 
die dazu gehörenden Thheilnenner sind. Es sei z.B. der Ausdruck 


—-+ 


segeben (wo e die Basis der natürlichen L.ogarithmen ausdrückt). Setzt 

man in Form. (.25.)e=h bel, c=1,: = Wo R eine 


wnbesrenzt srolse Zahl bedeutet, so wird 


eu —:1-- —:lete! = 
) 


Dieser Bruch wird alse unter alien Umständen convergiren, weil man, wie 
orofs auch ? angenommen w ird, immer an einen Theilbruch kommt, von 
welchem an gerechnet, alle negativen Theilzähler kleiner als die ent- 
sprechenden Theilnemner sind. 
Setzt man - I, so folst hieraus: 
ete.), 


und ınan findet: 


Näherungswerthe. Miitelbare 
\ 
i ) 
0.30,9235 .... 


daher 


Der wahre VWrertl ist 


Lo 
ri} 
G 
und (ebend. Form. 4.) 
| 


JU, Stern, der 
2,718281828 


Kin Kettenbruch, in welchem die Theilzähler abwechselnd positiv und 
negativ sind, wird auch convergiren, wenn die den positiven Theilzählern 
entsprechenden Theilnenner fortwährend wachsen, während die nerativen 
Theilzähler und die dazu gehörenden Theilnenner beständig dieselben blei- 
ben. Einen Bruch dieser Art kann man z. D. aus 


ableiten, denn setzt man —Z statt /, so erhült man 


= — — \ 


\Yie grols man aber auch / in dem letzten ketienbruche nimmt, immer 

wird man an einen, einem positiven Theilzähler entsprechenden Theil- 

nenner kommen, der gröiser als — ist, daher wird tt eben so wohl 


positiv sein als —, und es wird überhaupt von dort an der Kettenbruch 
ersiten. 
60. 
Seltener werden Kettenbrüche vorkommen. in weichen die Zei- 
chen auf eine weniger regelmäülsige Weise abwechseln. Immer aber wer- 
den sich die Nüherungswerthe dem wahren \Verihe mehr und! mehr n'hern, 


sobald die negativen Theilzühler kleiner als die entsprechenden Theilnenner 


sind, und man wird bei einein jeden NNähbermngswerthe durch die Formel 
F (0,0,) a) = + 


entscheiden können, ob er grölser oder kleiner als der wahre Werth ist 


Gi. 


- 


Man kann das in 8. 25.— 60 Gesaste noch auf eine andere Weise 


| ableiten. Statt nemlich die Kettenbrüche nut negativen Theilzählern 
mittelbar zu betrachten, kann man sie, vermöge der Formel — —— — 
($.19.), in andere verwandeln, die nur positive 
An On Di 


Zeichen enthalten, also nothwendig eonvergiren. Enthält der Kettenbruch 


@„) nur negative Theilzähler, ist er also = 
so giebt die Verwandlung 
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Hieraus sieht man, dafs, wenn dieser Bruch durchaus positiv sein soll, 

+1 sein muls ($. 55.}, dafs ferner die Brüche a — 

a, 


1... w. simmtlich größer als der wahre Werth sind ($. 57.), denn ihnen 
entsprechen die Brüche 

w., 


die simmtlich sröiser als der wahre \YVerth sınd. Daseseon entsprechen 
die mitteibaren Nüherunssworthe a — w. den 
eo, 
— 
Brüchen —1)-£ 1:1 — 


die kleiner als der wahre \Verth sind. Man erhält daher durch diese Ver- 


wandlung dieselben Nüherungswerthe, wie durch das in ($.57.) gezeigte 
Verlähren, nur ist letzteres kürzer und daher in der Anwendunz vorzu- 
ziehen. Auf äbnliche Weise könnte man auch die übrigen im Krühern ge- 
Jundenen Sätze ableiten; jedoch ist es unnöthir, hierbei lünger zu verweilen. 
62. 

Sobald nicht, von einer sewissen Grönze an, alle Theilzühler klei- 
ner als die entsprechenden Theilnenner sind, so hört bei den Kettenbrüchen 
mit negativen Theilzühlern die Gewilsheit, dais sie convergiren, aul (ein- 
zelne Fälle wie in $. 59. ausgenommen), keinesweges aber werden soiche 
iXettenbrüche bestimmt divergiren. Man wird sich von der Convergenz 
oder Divergenz eines solchen Kettenbruchs am besten überzeugen, wenn 
man das Gesetz aufsucht, nach weichem die Näherungswerthe gebildet 
werden. Soll der Bruch Z{@a+b,:0, +b,:0,....) divergiren, also =+% 


sein, so wird auch und 


—=() sein; man hat daher nur zu untersuchen, ob die Nüherungswerthe 

des letzteren Kettenbruchs so beschallen sind. dafs ihre Nenner in einem 

viel grölseren Verhältnisse wachsen als die Zähler, so dals zuletzt ihre 

Quotienten, d.h. die Nüherungswerthe, unter jede angebbare Zahl her- 

untersinken oder =0 werden. Ist dies nicht der Fall, so wird 

einen bestimmten Werth haben. Es sei z.B. der Kettenbruch 


2 
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gegeben, und es soll untersucht werden, ob er divergirt. Man untersuche 
3 


daher, ob derBruch 2 —— ist; sucht man seine einzeluen 
| 4 elc. 


Niüherungswerthe, so findet man 


7 3 = Ts 137 19 73 W. 
l 3 1 4 I 1) 2 4 (© 3) 4 


Man sieht hieraus, dafs die Zähler der Näherungswerthe sich alle auf 
Kius veduciren, während die Nenner ins Unendliche fort wachsen, daher 
ist allerdings der Werth des Kettenbruchs 


3 2 
4 oder I—— 3 = — 


d. h. der letzte Bruch divergirt. 


3 3 | 
Aus der Gleichung 2— 4 —=0, folet — 4 = 2, oder 
etc. 4 etc. 
3 5 4 
ml 6 = -— u.s.w. Hieraus kann man nach Ana- 
2 — — 
eic, 0 etc. 
. . . . 
logie schlielsen, dafs ist (wo 77 eine ganze positive 
m+-2 | 


Zahl bedeutet), und es ist leicht, die Wahrheit dieses allgemeinen Ausdrucks 


darzufhun. Angenommen, er sei für irgend einen Werth von 77 richtig, so 
wird er auch für den Werth 72 +1 gelten. Denn man hätte in diesem Kalle 
— mi —— folelich, wenn man — m—x setzt, —— 
m--Letc. 
m— rn I m 
—— oder —— ,d.h.—— m+? =-—-, wie verlangt wurde. 
m — 2 m—1 mt 1 — 
m-+-2elc. 
Da nun wirklich für die Werthe n=1,2, 3,45, = —— 
m m 
etc. 


ist, so gilt der Ausdruck auch für alle folgenden Werthe von vr. 


Man hätte den Werth dieses Kettenbruchs auch auf folgende einfache 
Weise finden können. 50 wie nemlich ($. 27.) gezeigt wurde, dals die zwei 
Kettenbrüche + 0,:03....) und +r,:0,.... 
gleich sind, so kann man auch darthun, dals die beiden Kettenbrüche 
F(1:1—1:0,—a,:0,— 0,:03....) und Q,:07....) gleich 
sind. Nun folgt aus 8.55., + 1) — (m + 
m—1: setzt man daher e, = m, =m-+?u.s. w., so ist 

4, 


370 Siern, Theorie der Kettenbrüche. 


m 


wie schon gefunden wurde. 


Ks wire auch leicht, aus dem gegebenen Werthe > den entspre- 


m 


chenden Kettenbruch Z Tin m abzuleiten; man be- 


„m—1__m 
merke nur, dals m ıst: Jueraus folst —— = 
i 77 
215. W. Bubstiturt man nun statt 


| 


ıhre seiundenen \ ertlic, so erhilt man aus der Gleichung —— = — m 
m—2 m—— —— 


vesuchten Kettenbruch. 


Fortsetzung folgt.) 
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{09. Über die niedere Sphärik, März 1832. 2 MW. 


110. Lehrsätze und Aufgaben. . 2 2 2 2 HM. 


Hachette, Prof. an der polytechnischen Schule, Mitgl. 
der Akad. der Wissenschaften etc. zu Paris. 


111. Einige Bemerkungen über Flächen zweiter Ordnung. (Zusatz zu 

des Verfassers Trait de glomedtrie descriptive. Paris 1522.) . 
112, Über die Krümmung der Fi ächen, nebst Auflösung eines sin» 

dern Falles aus der P’erspective der krammen Flächen. (Zusatz zu 

des Verfassers Traitd de g< 'omtrie deseriptive. Paris 1822.) . . 1. IV. 
il3. Note sur les surfaces regl&es. (Lettre x l’öditeur.) Taris, le 13. 


Heinen, jetzt Lehrer der Mathematik zu vr. 


ti4. Auflösung der Aufgaben und Beweis der Lehrsätze 5. 6., 7., 9, 
9, im 1sten Hefte 5.96., und 29., 30., 31., 32., 33. im en Hefte | 
S.191. des ?ten Bandes dieses Jourmal» - - = 2... IM. 
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Dr. Hellerung, zu Wismar. 


Dr. Hessel, Professor zu Marburg in Churhessen. 
116. Nachtrag zu dem Eulerschen Lehrsatze von den Polyedern. . . 8. l 15 
C. J. D. Hill, Professor zu Lund in Schweden. 
118. Additamenta ad conatum, casum irredueibilem solvendi. . . . 7 i. 4 
Uber die Integration logarithmisch - rationaler Differentiale. . 3. 101 
120. De approximata seriei, juxta data functionis derivata dispositae, 
7 
{21. Theoremata et problemata. . 2 2... 
W. Horn, zu Berlin. 
122. Von den Keradorden oder Spirallinien doppelter Krümmnmng. 2. I. 
125. Quadratur de: Mantels des senkrechten, schief abgeschniltenen Negels. 2. IV. 364 
Freiherr Alex. von Humboldt. 
Köniel. Wirklicher Geheimer Rath zu Berlin. 
125. Uber die bei verschiedenen Völkern üblichen Systeme von Zahl 
zeichen und über den Ursprung des Stellenwerthes in den indischen 
Zahlen. (Vorgelesen in einer Klassen - Sitzung der Könis!. Aka- 
demie der Wins schaften zu Berlin, der 2ten März 1829.) . „ #+ Hi 205 
. C. 6. 7. Jacobi, »rof. der Mathematik an der 
Universität zu Königsberg in Preulsen, 
126. Uber Gaufs neue Methode, die Werthe der Integrale näherungs- 
127. Uber den Ausdruck der verschiedenen Waurzelu einer RE 
durch bestimmte Integrale. . . 2 2.2.2. 2: 


128. De residuis cubicis commentatio numerosa. D. 29, mens. 

(29. Euleri formulae de transformatione coordinatarum, Hregiom. Ju- 

130. Uber eine besondere Gattung algebraischer Functionen, die aus 

der Entwickelung der Function (1 entstehen. Künigs- 


131. Uber die Iumpt- has der Flächen der zweiten Ordnung. Königs- 

132. De singulari quadam duplicis Integralis Comment. 

rima. Ser, ın. Junii 1827, ad Universitatem Regioinont. . 2: 


133. De transforınatione integralis duplicis indeliniti 


ewo 
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134. De transformatione et deterininatione integralium duplicium, com- 
mentalio tertia. BRegiom. 1. Nov. 
135. Über die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster 


(36. Uber die Bestimmung der Rectascension und Declination eines Sterns 
aus den gegebenen Distanzen desselben von zwei bekaunten Ster- 
nen. Den 20. Ausust 1827. 2 2 

Uber die Pfaflsche Methode, eine gewöhnliche lineäre Differential- 

leichung zwischen ?r Variabeln durch ein System von n Gleichun- 

en zu integriren. Den 14. August 1827. . 2 2 2 2. 

138. au memoire de Mr. Abel sur les fonctions elliptiqnes 
insere dans le vol. II. ge ce journal, cah.2. p. 101. Königsberg, 

139. Note sur lu decomposilion d’un nombre donnd en quatre quarres. 

140, Note sur les fonctions elliptiques. (Extrait d’une letire de l’auteur 
au rödacteur de ce journal sous la date du 2. Avril 1528.) . . 

I41. Suite des notices sur les fonclions elliptiques, (Extrait d’une let- 
tre de I «uteur au redacteur de ce journal, du 21. Juillet 1528.) 

142. Suite des notices sur les fonctions elliptiques. Königsberg, le 

143. Suite des rg sur les fonctions elliptiques. Jönigsberg, le 


Beantwortung der Aufgabe 912 dies. Bandes: „Kann 
wenn « eine Primzahl, und @ eine ganze Zahl und kleiner als « 


und grölser als ist, durch theilbar sen?” . . 


145. Uber die Anwendung der elliptischen Transcendenien auf ein be- 
kannies Problem der Elementargeometrie: ‚, Die Relation zwischen 
der Distanz der Mittelpunete und den Radien zweier Kreise zu [in- 
den, von denen der eine einem unregelmälsigen Polyzon eingeschrie- 
ben, der andere demselben umschrieben ist.” Den 1. April 1828 

146, De functionibus ellipticis commentatio. Regiomont. m. Apr. 1829. 

14/7. De functionibus elliplicis commentatio altera.. 2 22. 

148. Exercitatio algebraica circa discerptionein singularem fractionum, 
quae plures variabiles involvunt.. 2 2 

150. De resolutione aequalionum per series in 

151. Note sur une nouvelle application de l’analyse des fonctions ellip- 
lale :+bre. . . . . . + . + . . + . + . . 

152. Notiz zu Legendre's „thtorie des fonctions HEN troisieme 
supplement.” Am 22, April 1832... . . 

153. De theoremate Abeliano observalio. Resiomonii, 414. Maii 1832. 

154. Öbservatio arithmetica de numero classium divisorum quadralico- 
rum formae desigenante Z numerum primum formae 


155. Considerationes generales de transcendentibus Abelianis. 


150. zu der Prof. Über die 
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Band, Heft, Seit 
M. H. Jacobi, Wegebaumeister zu Potsdam. 


15%. Über die Construction schief liegender Räderwerke. Potsdam im 


Dr. G. A. Jahn, zu Leipzig. 

158. Auflösung einiger Aufgaben aus der Calendariographie. Leipzig, 
.. 

GC. Jürgensen, zu Copenhagen. 

159, Memardques sur une cerlaine transformation des fonctions, fondce 
sur les relations des racines de . 2 195 

E, Köhlau, Pr. Lieutenant im Königl. Preufs. 

25. Infanterie - Regiment. 
160. Flementarer Beweis eines in der Differenzen -Rechnung vorkom- ‚ 
menden Ausdrucks. . » 2 2 2 2 2 6. 255 
Kossack, Bau- Inspector zu Danzig. 
164. Untersuchung der Wirkung einer Kraft auf drei Puncte. . . . 14. ) 37 
Lame et Clapey ron, Ingenieur-Obristen 
in Russischen Diensten. 

162. Nouvelles formules analogues aux series de Taylor et Maclaurin. ©. li. 4 

163. Sur le dcveloppement des fonctions suivant les süries de lignes 
trizonomelriques d’ares imaginaires. . 2 45 
; li. 145 
164. M“moire sur l’equilibre interieur des corps solides homogenes. . 28. 


Dr. Lehmann, Professor zu Greilswalde. 


165. Theorie der Cykloide als Tautochrona. Versuch einer mechani 
schen Discussion nach der antiken geometrischen Methode. . . 6 li. 49 


Dr. Lehmus, Professor der Mathematik zu Berlin. 


166. Über zwei Curven. . . I. 61 
167. Drei mechanische und hydrody namische Aufgaben, nebst Auflösung. 2. u AU 
168. Beweis eines geometrischen Lehrsatzes. . . 1. 39 
169. Über die der Schraube. 2 2 2 & 


= Lejeune- -Dirichlet, Prof. der Mathematik 
an der Universität zu Berlin. 


70. Recherches sur les diviseurs premiers d’une classe de formules 


171. Memoire sur Vimpossibilit© de quelques Equations indeterminges 

du cinquicme degıe. . . IV. 354 
172. Demonstration nouvelles de quelques thöoremes relatifs aunombres. 3. IV. 3U0 
173. Question d’analyse indeterminee. > 2 2 2 AV. 407 
174. Notes sur les integrales definies. 2 2 + 24 


IV. 
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Band, Seite 
Sur la convergence des series trigonometrig jues serven!t 


a re- 

presenter une fonction arbitraire entre des liinites donndes, Berlin, 

156. Solution d’une question selstive a la de la 

Demonstration d’une propriete analogue \ la loi de reeiprocite qui 

existe entre deux nombres premiers at nques. Berlir, au mois 

178, Demonstration du de Fe: mat pour les cas des 

nuissances, Berlin, au mois Octobre 1832. . 9. IV. 390 


G. Libri, Mitglied der Akademie der 
Wissenschaften zu Paris, 


179. Note sur les valeurs de la fonction ° 1. 67 
180. Memoire sur que formules generales d’analyse. 
181. Blemoire sur la theorie de la chaleur. . . . 2 2 7. 
Memoire sur les fonctions disconlinues, 2 2 2»... 7. UI 224 

I. 54 
185. Memoire sur la theorie des nombres. il. 16% 


184. WMeömoire sur la resolution de quelques equations ind“termintes, I. 977 
185. M&moire sur la resolution de quelques Equations indetermindes 

’aide des series. . . 385 
186. Iiemoire sur la resolution des Equations alge :briques dont les ra- 

eines ont entre elles un rapport donne, Be sur l’intesration des 

“maltions differentielles lincaires dont les intgrales partieulie res peu- 

xprimer les unes par les autres. Lu l’acadÖınie des scien- 

ces de Paris le SO. Septbr. 
{8°. Memoire sur les fonctions discontinues, Lu ü l’acad@mie des 

sciences de Paris le 21. Mai 1892. eo er ae 10. IV. 305 


Jos. Liouville zu Paris. 


4SS. R: ipport sur deux memoires de Mr. J. Liouville ayant pour titre 
Yörnoires sur la dötermination des integrales dont la valeur est 
gebrique. Commissaires MH. M. Lacroix, Navier et Poisson rapı- 
norteur. Suivı d’une note de Mr. Jos. Liouvilie sur l’objet des 


Dr. Littrow, Professor der Mathematik, 
Director der Steruvwarte etc, zu Wien, 


{80. Auflösung eines geometrischen Problems. 


R. Lobatto, attache an depart de linterieur pour les 
alfaires concernant les poids et mesures, a la Haye. 
19%), Note sur Vintegration de la fonction .69 259 
at co 


La Have, Aoüt 1552. . ..40. 280 


194. Sur lintegration de ia diflerentielle 
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. L. J. Magnus, zu Berlin. 


192. Über die an Pe Functionen, welche der Gleichung 
pr 
eenugthun. 98. November 1828, 

194. Einige geometrische Sätze. In Folge des Lehrsatzes 11. Band 6. 

195, Nouvelle ın&thode pour deconvrir les th&or&mes de geoinetrie, 

196. Quelynes theoremes de geomötrie. 


« 


* + 


W, Matzka, Ober- Feuerwerker im K. K. 
Bombardier - Corps zu Wien. 


197. Analytische Auflösung dreier Aufgaben der Galendariographie. 


Dr. Ferd. Minding, zu Berlin. 


i98. Uber die Curven des kürzesten Perimelers auf krummen Flächen. 
In Folge der Aufgabe 6. Band 3. Heft 1. $.99. Berlin, im De- 


199. Auflösung einiger Aufgaben der analytischen Geometrie verinit- 


200. Über die Berechnung des Näherungswerthes doppelter Integrale, 
201. Bemerkung über Abwicklung Linien von Flächen 
Berlin, im Mai 
202. perlinens ad solutionem aequalionum 
203. Theoreme relatif A une certaine fonction transcendanle. 


204, Sur les integrales de la forme [ 4 


p et P etant deux 


205. Addition a l’article 12. cahier precddent. Berlin, le 1 ‚ Avril 1833 
Dr. A. F. Möbius, Professor der Mathematik 
an der Universität zu Leipzig. 
206. Uber die Gleichungen, mittelst welcher aus den Seiten eines in 
einen Kreis zu beschreibenden Vielecks der Halbmesser des Krei- 
ses und die Fläche des Vielecks gefunden werden. . . . 
207. Kann von zwei dreiseitigen Pyr amiden eine jede in Bezug auf die 
andere um- und eingeschrieben zugleich heilsen? . . 
208. Von den metrischen Relationen im Gebiete der Lineal- Geometrie. 
209. Beweis eines neuen, von Herrn Chasies in der Statik entdeckten 
Satzes, nebst einigen Zusätzen. . . 
210. Barycentrische Lösung der Aufgabe des Herrn Th. Dass in des 
IV. Bandes 4. Hefte, S.39Lu..w. .. 

211. Kurze Darstellung der Haupt - Eigenschaften eines Systems. von 
Linsengläsern. . » 2... 
212. Beiträge zu der Lehre von den Kettenbrüchen, nebst einen An- 

213. Entwickelung der Bedingungen des Gleichgewichts zwischen Krät- 
ten, die auf einen ireien, festen Körper wirken. . » 2.2... 


%14. Über eine besondere Art von Umkehrung der Reihen, . . 
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>15. Uber eine besondere Art dualer Verhältnisse zwischen Figuren im 


Nernst, Vermessungs-Revisor zu Stralsund. 


Dr. G. S. Ohm, Professor zu Berlin. 


217. Allgemeine und vollständige Berechnung aller beim Gleichgewichte, 
mit Rücksicht auf Zapfenreibung, vorkoinmmenden Bestimmungsstücke, 5. 


. 2 IL 108 


Louis Olivier. 


243. Entwickelung einer beliebigen Potenz eines Cosinus durch die 


sinus der vielfachen Dogen. . . . 
219. Bemerkungen tiber die F orın der Wurzein algebraischer Biken en. i. 1. 07 
326, Uber den Filften Grundsatz in Eueclid’s der Geometrie. 1, lI. 151 


91. Ein Kennzeichen der Grenzen der Zahl der reellen Wurzeln 
einer beliebigen algebraischen Gleichung. . 2 2.2... 4 WM. 223 
»93, Bemerkungen über Figuren, die aus beliebigen, von zeraden Li- 


nien umschlossenen Figuren zusammengesetzi sind. . 1. 22 
223. Uber einige Definitionen in der Geometrie. . . 
34. Die unbestimmt scheinenden \Werthe einiger Fu tionen zu finden. ER 308 
225. Temarques sur les scries inflinies et leur convergence. . . . 
996. Über Interpo! ations-Forineln, desgleichen über Anwendung dersel- 

ben auf die Auflösung Gleichungen von ijebizen 

»27, Bemerkungen üher eine Art von Functionen, welche ähnliche Ei- 

haben, wie die Cosinus und Sinus. 38 
998, Uber die Berechnung von Tafeln gegebener Functionen, z. ‚der 

9909. Note sur les series infinies et leur convergence » 3. 


Dr. Oltmanns, Prof, an der Universität zu Berlin. 


‚ Beobachtungen über die Geschwindigkeit des Schalles in den Ebe- 

nen Süd-Amerika’s, augestellt von Espinosa und Bauza. . . . 2, IV. 307 
31. Beobachtungen über die Schwere, welche in den Häfen von Eu- 

ropa, Amerika und Asien, auf dem stillen Meere und ın \euho 

hand, während Malaspina’s Weliumses«lung, mit dem unveränder- 

ıchen Pendel augestellt worden sind. . 2 2 2 2 4, 72 


Dr. Plücker, Professor der Mathematik, 
jetzt an der Universität zu Berlin. 
232. die Krümmung einer beliebigen Fläche in einen gegebenen 


235. !ber die allgemeinen Gesetze, nach weichen irgend zwei Flächen 
einer Contact der verschiedenen Ordnunz ven haben, Bonn, aın I6ten 


35 I ber eın neues Coordinaleusystem. I. 


335, Uber ein neues Princip der Geometrie allge- 
meiner Symbole und unbestimmter Coefficienten. Bonn, am Glen 
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Crelle's Jonrnal d. M. Bd.X. Fit. 4. 51 


Band, 
236. Uber eine neue Art, in der analytischen Geometrie Puncte und 


Curven durch Gleichungen darzustellen. Bonn, im October 1829. 6. 
237. Note sur une theorie genürale et nouvelle des surfaces courbes. 
Bonn, le 18. Fövrier 1831. 
238. Über solche Puncte, die heiCusven aines höhem Ordnung als der 
zweiten, den Brennpuncten der Negelschnitte entsprechen. Bonn, 
im März 1832. . 10. 
339. Analytisch - geometrische Aphorisinen. (Die Fortsetzung folgt.) 10 
.. 
240. Aufgaben und Lehrsätze. . 5 
241. Apercu d’un ouvrage de geome£trie que l’auteur se propose de 
publier. Berlin, au mois de Janvier 1853. 10. 
Baron Poisson, Mitglied der Akademie 
der Wissenschaften zu Paris. 
242. Note sur une nouvelle theorie de N’action capilläire. ’. 
245. Me&moire sur la courbure des surfaces. . . . S. 
244. Note sur la surface dont l’aire est un minimnmm entre des liumites 
245. Discours prononce aux funcrailles de Mr. Lexendre. . 10. 
V, Poncelet, Bataillons-Chef im. Geuie- Corps 
und Professor, zu Paris. 
246. Frottement des vis et des &croux. . . RE 2. 
247. Methode abregee pour le trac& des engrenazes des roues d’angle. ?. 
248, Mömoire sur les centres de moyennes harmoniques; pour faire 
sulte au traite des proprictös projeclives des figures, et sei vir dıin- 
troduction ala Theorie zentrale des propri® projectives des cour- 
bes et surfaces geometriques. { Presente ü V’Academie royale des 
sciences de IInstitut de France le 8. Mars 1824, et approuve le 
22. Janvier 1826 par une commission composce de M. M. Le- 
„Impere et Gauchy, rapporleur.) - 
249. M“moire sur la th&orie genÖrale des polaires röciproques: pour 
faire ‚suite au „Memoire sur les centres de moyennes harmoni- 
ques.” Lu a l’academie royale des sciences de Paris, ie 12. Avril 
1524, et approuv& le 18. Fövrier 1828 par une commission com- 
‚osce de M. M. Legendre, Poinsot et Cauchy, rapporteur. . . . %& 
250. Analyse des tsananarzsnlas appliquce a la recherche des propric- 
tes projeclives des lignes et surlaces g“ometriques. (Pour faire 
suite aux Me&moires sur les centres de moyennes harmoniques et Ns. 
la theorie gencrale des polaires reeiproques.) . Q 
J. L. Raabe, jetzt Prof. an der Universität zu Zürich. 
251. Allgemeine Theorie der Epieykeln. . 2... 1. 
Sphärische Polygonometrie. . . . 
>53. Uber den Stillstand der Pianeten. . . 
354. Gleichungen der zweiten Ordnung in der Geometrie. . ... 2 
55. Untersuchung über die der Curven. . 
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band, 

250. Kirenschaften der Curven, die sich auf bestimmten Oberflächen 


Ramus zu Kopenhagen. 


258 


Kemj;, jetzt Geheimer Secretair zu Berlin, 


259. Beweis zweier Lehrsätze im zweiten Bande dieses Journals, Hefil. 
S.97. No.7. und- Heft III. $S.292. No. 64. . : 2 2 2 .2.% 
260. Beweis eines geometrischen Lehrsatzes. . 2 2 2 2 2 2.98. 


von Renthe, Ingenieur - Pr. - Lieutenant zu Berlin. 


261. Beweis des Satzes No.68., 2. Band, 4. Hefi, S. 395. dieses Jour- 
nals. Berlin, den 28. Blärz 1830. 0. %. 


Dr. F. J. Richelot, Professor der Math. an der 
Universität zu Königsberg in Preufsen. 

262, Anwendung der OR Transcendenien auf die sphärischen 
Polyvgone, welche zugleich einem kleinen Kreise der Kugel ein- 
reschrieben und einem andern umgeschrieben sind. Königsberg, 

263. De resolutione algehraica ae: quationis sive de 9 
eirculi per biseclionem anguli septies repelilam in partes 257 inter 9 
se aequalcs commentatio coronata. nonis Decembribus 1830. 


Note sur le Iheoreme relatif une cerlaine fonction transcendante, 
demontre dans No.22. cah. 3. du present volume. Königsberg, le 


C. G. Sauer, zu Naumburg a. Q. 
205. Einiges über die Integration der Differentialgleichung der zwei- 
ten Ordnung (Pfaf”schen) 
Naumburg a. im Mai 1827, . . 
Th. Scheerer, Stud. math. zu Berlin. 


266. Beweis einiger geometiischen Sätze. 2 2 2 2 2 2.2.6 


Dr. Schellbach, zu Berlin. 
267. Über den Ausdruck z=-— 2: 2 2 22 


Dr. HU. FE. Scherk, Professor an der Universität 
zu Halle. 


268. Lehrsätze über den Zusammenhang von Combinationen mit Va- 
riationen und jener unter einander, 2 2 2 2 2 
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269. Über einen allgemeinen, die Bernoullischen Zahlen und die 


Coefficienten der Secantenreihe zugleich darstellenden 


270. Bemerkungen die Reihe 


\ 
271. :Über die Integration der Gleichung = ° 
272. Bemerkungen über die Bildung der Primzahlen aus einander. . 10. 


Dr. Friedr. Schmeilser, Professor und Proreetor 
des Gymnasii zu Frankfurt a. ©. 
273. Über die Theorie der Kugeldreiecke. . . . 


Dr. G.v.Schmidten, Prof. d. Math. zu Kopenhagen. 


274. ‚Versuch über die Integration der Differential - Gleichungen. 
275. Sur un principe general dans la theorie des sÖries. 


Dr. E. J. Scholtz, Prof. an d. Universität zu Breslau. 


276. Uber Reihen, durch welche höhere Potenzen des Bogens durch 
den Sinus ausgedrückt werden. - 2 2 2 2 2 2 


Dr. Sohncke, zu Königsberg in Preußen. 


277. Motus corporum coelestium in medio resistente. Region. 1. Novbr. 


Specht, Cand. phil. zu Berlin. 


278. Annäherungs - Construction des Kreis - Umfanges und Flächen- 


279. Zweite Annäherungs - Kreis - Umfanges. 


Dr. Stein, Professor der Mathematik zu Trier, 
gestorben im Jahre 1831. 


280. Uber die Vergleichung der verschiedenen Numerations-Systeme. 1. 


Dr. J. Steiner, Professor der Mathem. zu Berlin. 


251. Einige geometrische Sätze. Berlin im November 1825. . i 
282. Einige geometrische Betrachtungen. Berlin, im März 18%. . . 1 
280. Fortsetzung dieser Betrachtungen. 
284. Einige Genstı über die Theilung der Ebene und des Raumes. . 1 
285. Leichter Beweis eines sisseemneizischnn Satzes von Euler. Nebst 

einem Zusatze zu Satz X. S.48. im 1. Hefte dieses Journals, 1 


286. Verwandlunz und Theilung sphärischer Figuren durch Construction. 


Berlin, im März 2, 
287. Auflösung einer genmeirischen Aufgabe. (Tom. 984 der 

Annales de mathdm. von Gergonne.) Berlin, in Mai 1827. . 2. 
2835. Zwei polygonomelrische Sälze. 


289. Auflösung einer Aufgabe aus den Annalen äse Muthrmuiik von 
Herrn Gergonne. 


Band, 


Tett, 


3 


Seile 


1. 

92 

201 
1l. 129 
2 0; 
1V. 405 

I. 38 

II. 161 

Ill. 252 

IV. 349 

IV. 564 

1. b4 

203 
268 
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Band. Heft, 


9%). Bemerkungen zu der zweiten Aufgabe in der Abhandlung No. 17. 


294. Anmerkungen zu dem Aufsatze Band 3. No.18. . . 2... 3. 
292. Aufgaben und Lehrsätze. 2 2 2 2 202. > 

3. u. 
v. Steinheil zu München. 


Dr. Stern, Universitäts-Docent zu Göttingen. 


204. Bemerkungen über höhere Arithmetik. . u 

2435, Über die Summirung gewisser Kettenbrüche. . 
246, Observaliones in fractiones conlinuas. ( Epitome dissertationis 

297. Bemerkungen zur höheren Arithmetik. In Folge eines Aufsatzes 
von Herrn 7A. Clausen im 2. Hefte des S. Bandes dieses Juurnäls 

298. Remarques sur un th@oreme Enonce par Mr. Fourier. Le 20, Aoüt 

10, 

299, Theorie der Kettenbrüche und ihre Anwendung. . 

| (Die Fortsetzung folgt.) | 0 MW. 

300. Uber Summirung gewisser Reihen. Göttingen, im September 1831. 10. Ill. 

301. Theoremes et peoblemes. - 2 2 22 1. 

Strehlke, Professor zu Danzig. 
302, Uber den Krümmungshalbmesser der Negelschanitte, . . . . 2. IV. 
Theremin, capitaine du genie des voies de 
communication Irkoutsk en Siberie. 

5. Necherches sur la figure et le mouvement d’une bulle d’air, dans 
un liquide de densit“ constante ; question proposee par l’Acadtmie 

ioyale de Bruxelles pour le concours de 1325. & Ircoutsk, le 20, (5 I 

Cit | 1S J IV. 


Dr. Unger, Professor zu Erfurt. 


3094. Kin senmelrischer Beweis, dals, wenn und r die Halbmesser 
der in und um ein Dreieck beschriebenen Kreise bedeuten, und D 
die Entfernung der Mittelpuncte dieser Kreise von einander bezeich- 


55. Lehrsätze und Aufgaben. . 1. 


Aornow, Professor am Kneiphofschen Gymnasıo 
zu Königsberg in Preulsen. 


Demonstration de la solution du probleme de Malfatti, donnee 
var Mr. Steiner p. 178. du tome I. cah. 10. IV. 


Seite. 


205 

96 
190 
237 
207 


93 
374 


395 
112 


300 


| 
320 
147 
42 
| 192 
97 
305 | 
1 
154 
241 
364 
209 
104 
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Ungenannte, 
308. Nachrichten von Büchern. . . . . , 
309. Theorie der Hebelwage von Quintenz. . . . . 
310. Bemerkung über ein Polyeder. . . 2 2 2 2 2. 


311. Beweis des Lehrsatzes No. 16. iin 2, Hefte 3. Bandes dies. Journals, 
312, Auflösungen der Aufgabe No. 19. ım 1. Hefte 2. Bds. d. Journ. 
313. Yon der Zerlegung symmetrischer Polyeder. In Folge des Lehr- 


satzes S. 100. 4ier Band dies. Journals. . . 
314. Deux theoremes sur les nombres. . 
310. Beweis eines Lehrsatzes vom F ünfecke. In Folge der Aufstellung 
desselben S. 306. #. Bd. Hft. dies. Journals. . 2 2 2 2. 
316. Theoreme sur les nombres. 


317. Be über die im 9. Hefte des 5. dies als 
ter No. 22. enthaltene Auflösung der Aufgabe No.6. Bd. 3. Hit. 1. S. 90. 
318. Theoremes et problemes sur les nombres. 2 2.20. 
319. Beweis des Lehrsatzes Band 3. S. 312. dies. Journals. . . . 
320. Bemerkungen zu der Abhandlung No. 26. im 6. Bande dies ‚ Journals 
(Heft 3. S.305.), den Ausdruck des körperlichen Inhalts der Pyra- 


mide betreffend. 
Rapport sur un ouvraze mannscrit de Mr. intitole 
„Cours de mdcanique celeste.” Paris 25. Octbr. 1850. 


Preis-Auigaben von Akademien. 


32. de de maihcmatiques propos® par l’acad&mie imp. des sciences 
de St. Petersbourg dans sa seance publique du 29. Decbr. 1531. 
329. academiae regiae scient. borus. classis mathemalicn 
certaimini litterario in a. 1836 proponit, promulg. in coetu sollemn: 

anniversario Leibn. mem. dicato d. v. Jul. a. 1832. . . 


Creites Jowsnal d. M. Bd. X. Hit. 4. 52 


band, 


Or 


“>, 
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409 


1!:[: S 
2. 1. 193 
>» 232 
2, IV. 5396 
3, Il. 9, 
13. IV. 408 
IV. 396 
I. 110 
II. 222 
5. 11. 318 
6. I. 215 
9. I. 102 
Il. 4) 
|: IV. 399 
3. IV. 40 
4. IV. 
5. IV. 414 
6. IV. 417 
IV. 414 
Ss. IV. 418 
312 
1. il. 157 
3 19 
3. 
3: 388 
III. 29 
. 111 296 
I 516 
5. IV. 38 
Ö. I. f 
6. I. 100 
6. Li. 
/ I. 97 
9. u 
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2. 
Inhalts- Verzeichnils II. 
der ersten zelın Bünde des Journals für die reine und angewandte Mathematik, 
herausgegeben zu Berlin in den Jahren 1826 bis 1833 von A. L. Crelle. 


Nach den Gegenständen. 


Wenn man die Zahlen dieses Verzeichnisses I. in dem Verzeichnißs I. aufschläet, so iindet 
man die Titel der bezeichneten Abhandlungen. 


Il. Meine Mathematik. 


1. Analysis 
A. Alzebra. 


Clausen 28, 48, 56, 57. Crelle 66, 68, 60, 70. Dirksen 77. Förste- 
mann 81. Gudermann 102, 103. J. Jacobi 130. Jürgensen 15%. 
Köhlau 160. Lejeune-Dirichlet 175. Libri 180. Olivier 218, 228. 
Schellbach 267. Scherk 269 Specht 27S, 279. Ungenannt 312. 


B. Combinatorik insbesondere. 
Beyer 23. Gudermann 104. Scherk 268. 


C. Zerlegung der Brüche insbesondere. 
Beyer 23. Clausen 58. Crelle 72. Dirksen 75. C.G.J, Jacobi 148. 


D. Theorie der Zahlen insbesondere, 
Abel 20. Clausen 33, 57. Crelie 71. 8. Germain 97. Grunert 
98, 101. Alex. v. Humboldt 125. CC. &G. )J. Jacobi 128, 139, 144, 149, 154. 
Lejeune-Dirichlet 170, 171, 172, 175, 177, 178. Libri 183, 184, 155. Min- 
ding 202. Scherk 772. Stein 2%. Stern 294, 297, 301. Uungenannt 
316, 318. 


FE. Kettenbrüche insbesondere. 
Clausen 29, 36. Moöbius 212. Stern 295, 296, 299. 


FF. Theorie der Gleichungen insbesondere. 

Abel 2,16. Bouniakowsky 24. Burg %6. Clausen 36. Gauls 8). 
Graeffe 91. Grunert 95. Hill 117, 118, 121. C. G. J. Jacobi 127, 150. 
Libri 156. Liouville 188. Olivier 219, 221, 226. Richelot 263. Stern 
298. Ungenannt 


G. Analytische Facultäten insbesondere. 
Clausen 90. Crelle 70. 


II. Interpolation insbesondere. 
Clausen 39, Dirksen 76. Olivier 226. 
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I. Theorie der Functionen insbesondere. 


Abel 1, 10, 12,18. Clausen 35. Crelle 70. C. G. J. Jacobı 130, nl 
155. Jürgensen 159. Lame et Glapeyron 102, 163. Libri 1/9, 182, 187, 
Magnus 192. Olivier 224, 2277. Ramus 258. 


Reihen insbesondere, 
Abel 3, 5, 11, 20. Burg 25. Clausen 30, 31, 57, 41, 53, 59.  ÜCrelle 
66, 68, 69, 70. Dirksen 77. Grunert 94. Gudermann 102, 105, 107, 110. 
Hill 120. Jürgensen 150% Köhlau 160. Lame et Clapeyron 162, 163. 
Lejeune-Dirichlet 475. Libri 180. Möbius 214. Nernst 2i6. Olivier 


225, 227, 228, 229. Scherk 269, 270. v. Schmidten %5. Scholız 270. 
Stern 300, 
L. Diilerential- und Integral- Rechnung. 

Abel 4, 12, 18,20. Ciausen 36, 44, 56. Grunert 99 Hill 119, 121. 
€. G. J. Jacobi 126, 132, 133, 134, 135, 137, 149, 155, 156. Lame et Cla- 
peyron 162, 169. Lobatto 1.0, 191. Minding 200, "903, 204, 205. Ramus 
258. Richelot 264, Sauer 265. Scherk 271. v. Schmidten 274, 

M. Bestimmte Integrale insbesondere. 

Abel9S. Lejeune-Dirichlet 174. 

Ellipüsche Funetionen insbesondere. 

Abel 9, 13, 14, 15, 37, 19. C. G. J. Jacobi 199, 140, 141, 142, 140, 149, 
146, 147, 151, 152. Lichelot 262. 


2. Geometrie. 


4. Elementar Geometrie. 


Clausen 6%. 5. Gerwien 89, 90. Grüson 92. Gru- 
nert 95, 97. Gudermann 1060, 110. Hessel116. C.G.J. Jacobi 145. Leh- 
nus 168 Noebius 206, 207, 2085. Olivier 220, 222, 223. Raabe 254. 
Remy 259, 200. v. DBenthe % 1. Scheerer Specht 278, .279. Stei- 
ner 235, 288. Strehlke 502. Unger S0# Ungenannt 311, 313, 315, 320. 


Goniometrie und Trigonometrie. 
Clausen 28, 56. Creile 69, Dirksen 77, Olivier 218,297, Schell- 
bach 267. Scherk 269, Scholiz 270. Specht 278, 279. 


€. Sphärik und sphärische Trigonometrie. 
Clausen 45. Feldt 80. Gerwien 90. Gudermann 105, 109, 110. 
Raabe 252. Nemy 25% Richelot 202. Schmeilser 273. Steiner 286. 
D. Synthetische Geometrie. 
Aubert 22. Clausen 50. Eberty 78. Förstemann 31. Gerwien 
39, 90. Grunert 9%, 97. Gudermann 108. Hessel 116. Maguus 193. 
Minding 199. Möbius 210, 215. TPoncelet 248, 249, 250. Steiner 281, 
252, 283, 284, 285, 286, 287, 288, 289, 290, 291, 292. Zornow 306. U nge- 
nannt 319. 
E. Analytische Geometrie. 
Beyer 23. Clausen 32, 34,38, 46, 48, 49, 57. Försiemann 81. Fran- 
kenheim 83. Garbinsky 84 8. Germain 88. Grunert 9, 100. Guder- 


32. II. der ersten zehn Bünde dieses Journals. 


mann 108. Iachette 111, 112, 113. Heinen 114. Hellerune 115. Hes- 
sel 116. Horn 124, C.G. J. Jacobi 129, 131, 145. Lehmus 168. Littrow 
180. Magnus 104, 105, 196. Minding 198, 169, 261. Möbius 208, 207, 208, 
»10, 215. Olivier 222. Plücker 232, 233, 234, 235, 236, 237, 238, 239, 240, 241. 
l’oisson 243, 24. Raabe 254, 255, 256, 257. v. Renthe %1. Scheerer 
260. Strehlke 302. Unger 504, 305. Zornow 306, Ungenannt 310, 313, 
315, 317, 319. 


F. Von einzelnen Curven und Flächen. 
Horn 122, 123. Lehmus 166, Raabe 251. 


3. Mechanik. 


A, Statik und Dynamik. 


Abelb, 7. Burg 26. Clausen 42,45. Cournot 61, 62. Crelle 64. 
Gauls 56. Kossack 16l. Lame et Clapeyron 164. Lehmann 165. Leh- 
ınus 167, 169. Möbius 209, 215. Oltmanns 231. Toncelet 246. Sohncke 


277, Rapport sur un ouyrage de Mr. Ostrograsky 321. 


5b. Hydrostatik und Hydrodynamik. 


Eytelwein79 Lehmus167. Oltmanns 230. PToisson 2242. v. Stein- 
heil 293. Theremin 305. LVrix de l’acad&mie de St. Pitersbourg annde 1851. 322. 


ll. Angewandte Mathematik. 


A. Astronomie. 


Clausen 47, 51, 52, 54. C.G. J. Jacobi 136 Littrow 189. Raabe 
253, Sohncke 277. Rapport sur un ouvrage de Mr. Ostrograsky 321. Prix 
des acad“ımies de $t. Petersbourg et Berlin 322, 323. 


B. Chronologie. 
Jahn 158. Matzka 197, 
C. Optik. 
Möbius 211, 212. 
D. Theorie der Maschinen. 


Clausen 40. Crelle 63, 65. Dietlein 73,74. M. H. Jacobi 157. 
Lehmus 169. G. S. Ohm 217. Poncelet 246, 247. Ungenannt 509. 


T:. Theorie der Wärme. 
Lejeune-Dirichlet 176. Libri 181. 


Verschiedenes. 


Abel 21. Crelle 67. Poisson 245. Aufgaben von Ungenannten 37. 
Nachrichten von Büchern 308. 
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